m e t' S PRIVATISTSKOLE

AKADEMIET

Lgsningsforslag — Eksamen S2, varen 2017

Laget av Tommy Odland — Dato: 24. mai 2017

Del 1 - uten hjelpemidler

Oppgave 1

a) Vi skal derivere f(z) = 2? — 2/x = 2? — 22!, Den eneste regelen vi trenger
her er (kz")" = anz™', vi far fglgende utregning:

fia)= () = (27)'
=27 —2(—1)2?
=2+ 2272

1

b) Vi skal derivere g(z) = In(2* + 1). Her ma vi bruke kjernereglen, og vi ma
vite at (In(u))" = u'/u. Var kjerne er u = 2* + 1, og v’ = 2z. Vi far:

1
9(x) = () = L
1
- 9
2+ 1 v
2x
241

c¢) Vi skal derivere h(z) = x%¢®. Vi ma bruke produktregelen (uv) = u'v + utv’
her. Velg u = 22 og v = €%, vi far fglgende utregning:

g'(x) _ (1’2696)/
— (:(:2), e + 2% (")
= 2xe® + z2e”

= ze” (x + 2)

Oppgave 2

I denne oppgaven skal vi se pa fglgende likningssystem.

r+y—2=0 (1)
2r+y—2=2 (2)
dr +y—2z=1 (3)
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Det er lurt a bruke litt tid pa a kikke pa likningssystemet. Det er mange mulige
mate a lgse et slikt system pa, men pa eksamen er oppgavene ofte konstruert pa
en mate slik at enkelte strategier er mye raskere enn andre. Vi tar likning og
trekker fra likning . Da far vi at z = 2. Deretter setter vi x = 2 inn i likning
og likning , slik at vi far folgende 2 likninger:

y—z=-2 (4)
y—2z=-T (5)

Vi tar likning minus likning og finner at z = 5. Na kan vi sette inn = og z
i hvilken som helst likning for a finne at y = 3. Pa eksamen bgr du sette prgve pa

svaret for a sjekke at det stemmer.

Oppgave 3

a) Generelt sa har vi at a,, = a; + d(n — 1) i en aritmetisk rekke. Vi setter inn
a; = 3 og ag = 18 og far fplgende likning:

ap=a;+dn—1) = 18=3+d(6—1).

Da finner vi ut at d = 3. Vi setter dette inn i likningen ovenfor, og far folgende
likning for a,:
a, =3+3(n—1)=3n

b) Generelt er summen av de n fgrste leddene i en aritmetisk rekke gitt ved:

(a1 + ap)n
S, = ———
2
Vi setter inn a; = 3, a,, = 3 og far:
n 3+3 3(1 3
Sn:(a1+2a)n:( +2n)n: ( —gn)n:§n(n+1)

Dette stemmer overens med det oppgaven ba oss om a vise.

¢) Dersom summen skal veere 84 far vi folgende likning basert pa forrige delopp-
) g g p g pp
gave:

3
84:§n(n+1)(:)n2+n—56:0

Vi kan lgse n? +n — 56 = 0 ved a gjette, eller ved & bruke ABC-formelen.

Dersom vi bruker ABC formelen far vi at

1+ /1 —4(-56) Clxv225  1x15
2 22

Nig =

I1~3

Legg merke til at vi ser bort i fra det negative svaret her; det gir ikke mening
i forhold til denne oppgaven.
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Oppgave 4

I denne oppgaven skal vi se pa tredjegradspolynomet f(z) = 23 + 422 + x — 6.

a) Dersom f(1) = 0 sa er x = 1 et nullpunkt. Da er (z — 1) en faktor. Vi
utfgrer polynomdivisjonen f(z): (x — 1) = (23 + 42* + 2 — 6) : (x — 1) og far
2% + 52 4 6 som svar. Vi faktoriserer 22 4+ 5z + 6 = (z + 2)(z + 3) ved hjelp av
ABC-formelen, eller ved hjelp av en annen metode. Uansett fremgangsmate
finner vi ut at faktoriseringen blir:

f@)=2*+42°+2—-6= (v — 1)(z +2)(x + 3)

Dersom svaret ikke allerede var gitt i oppgaveteksten ville de nok ha veert lurt
a sjekke at faktoriseringen stemmer ved a gange sammen faktorene og se at du
far 2% +42%+ 2 — 6. Det gar rimelig fort og gir en ekstra sikkerhet pa eksamen.

b) For algse f(z) < 0 setter vi opp en fortegnslinje som vist pa figur (1| nedenfor.

—4 -3 —2 —1 0 1 2
e O e 0
(x4+2) ~ ==~~~ 0
(x4+3) —=- 0
L I e 0

Figur 1: Fortegnlinje til oppgave 4b, del 1.

Fra figuren ser vi at f(z) < 0 nar z < —3 eller nar —2 <z < 1.

c¢) Vi bruker faktoriseringen z* + 42®> + x — 6 = (z — 1)(x + 2)(z + 3) fra den
forste deloppgaven, og at 222 — 2 =2(z? — 1) = 2(z + 1)(x — 1). Vi far:

P44’ +2 -6 (z—1)(z+2)(x+3) (z+2)(x+3)

272 — 2 2+ 1) (x—1) 2@+ 1)

d) Tidligere viste vi at y* +4y* +y — 6 = (y — 1)(y + 2)(y + 3). Med andre ord
har likningen (y — 1)(y + 2)(y + 3) = 0 lgsningene y = 1, y = —2 og y = —3.
Vi skriver e® om til y slik som dette:
T f4e* 4" —6=0
(")’ +4(e")’ + (e") —6=0
4 +y—6=0
De mulige lgsningene er y = e* =1, y = e* = —2 og y = €* = —3. Ettersom
eksponentialfunksjonen alltid er positivﬂ er ¢ = 1 den eneste mulige lgsningen,
som vi derfor beholder. Da er x = 0 vart endelige svar.

LAt eksponentialfunksjonen alltid er positiv er grunnen til at vi ikke kan ta logaritmen av et
negativt tall.
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Oppgave 5

a)

Vi deriverer og setter inn z = 500:

K'(z) = 0.22 4+ 70 K'(500) = 100 + 70 = 170
I'(x) = —0.12 + 280 I'(500) = =50 + 280 = 230

En liten positive endring i £ mot mer produserte enheter gker altsa kostnaden
med 170 og inntekten med 230. Vi bgr produsere flere enn 500 enheter, fordi

gkningen inntekt per enheten overskrider gkningen i kostnad per enhet nar
x = 500.

b) Vi deriverer overskuddet og setter lik null:
O(x)=1I(z) — K(z) = O'(z) =I'(x) — K'(x)
O'(z)=0& I'(z) = K'(z).
A finne 2 som maksimerer O(x) er det samme som & lgse I'(z) = K'(z). Vi
lgser I'(x) = K'(x) slik som dette:
—0.12x + 280 = 0.22 4+ 70
0.3z = 210
x =700
Den vinningsoptimale produksjonsmengden er x = 700.
c¢) Kostnad per enhet blir
K 0.12% + 70z + 4000 4000
Gla) = K@) _ 01a7+ 70044000 _ ) 7 4000
x x x
Vi mé lgse G'(z) = 0P Den deriverte blir G’(z) = 0.1 — 4000/z>. Vi lgser
0.1 —4000/2> =0 = 2z =200
Den kostnadsoptimale produksjonsmengden er z = 200.
Oppgave 6
a) P(X>2)=P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)=03+03+01=0.7
b) Generelt sa er forventningsverdien gitt ved folgende formel:

B(X)=> z,P(X =)

z,€X

2Vi kan ogsé vise at G'(x) = 0 nar K'(x) = G(z), og bruke dette for & lgse oppgaven.
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I dette tilfellet far vi:

E(X) = (0)0.2 + (1)0.1 4 (2)0.3 + (3)0.3 + (4)0.1
=01+06+09+04=2

Generelt er standardavviket gitt ved:

SD(X) = v/Var(X) = > (x;—p)’ P(X =z;), der p=E(X)

r,€EX

I denne oppgaven far vi:

SD(X) = /(0 —2)20.2 4+ (1 — 2)20.1 + (2 — 2)20.3 + (3 — 2)20.3 + (4 — 2)20.1
= /(4)0.2 + (1)0.1 + (0)0.3 + (1)0.3 + (4)0.1
= v08+01+03+04=+1.6

Forventningsverdien forteller oss hvor mange kjgttmeisunger som vi kan for-
vente at overlever i en tilfeldig valgt fuglekasse.

¢) Ensum S, = Xj+Xo+- - -+ X, eller et gjennomsnitt G, = (X7 + Xo + -+ X,,) /n,
blir alltid®] normaltfordelt nar n — co. Pa figur [2] ser vi hvordan S; = X, Ss
og So5 ser ut. Allerede etter a ha undersgkt summen av 5 fuglekasser ser vi
normalfordelingen ta form.

0.30 == Sum av 1 fuglekasser.
ﬂ === Sum av 5 fuglekasser.

0.25 == Sum av 25 fuglekasser.

0.20

0.15 + “

0.10

0.05 — /\

0.00

T T T T T
0 20 40 60 80

Figur 2: Summen av stokatiske variabler blir normaltfordelt, oppgave 6¢, del 1.

3Dette er faktisk ikke helt sant. Det finnes noen sannsynlighetsfordelinger som ikke blir nor-
maltfordelte, f.eks. punktfordelingen P(X =a) =1, P(X # a) = 0.
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d) Vi kan gjore utregningene som dette:
ES)=EXi+Xo+---+ X))

Var(S) = Var (X1 + X2 + -+ Xn)
= Var(X;) + Var(Xs) + - - - + Var(X,,) = n Var(X)

2
= V1.6 =100(1.6) = 16

Eller vi kan bruke formlene pugs = nuy og o2 = no3 direkte. Vi far samme
svar uansett.

e) Her ma vi bruke Z = (S — p)/o for a transformere var normalfordelte S til
en standardnormalfordelt Z med pz = 0 og 07 = 1. Vi regner slik:

P(S >226) =1— P(S < 226) (snu fordi tabellen gir P(Z < z))
_ 296 —
=1-P (S o < 6 M)

o o
- 226 — 200
13

:1—P(Z

=1-P((Z<2)
=1-0.9772 (fra tabell)
= 0.0228 ~ 2.3%

Det er altsa en 2.3 % sannsynlighet for at 226, eller flere, kjgttmeisunger over-

lever [

f) Vi kan regne som dette:

P(187 < S < 213) = P(S < 213) — P(S < 187)
:P<S—,u§213—u)_P(S—u§187—,u>
o

g g g
_p(g < BB20N (187200
13 13
—P(Z<1)-P(Z<-1)
— 0.8413 — 0.1587 = 0.6827 ~ 68.3%

Del 2 - med hjelpemidler

Oppgave 1

a) Hver setning gir oss én likning:

a approksimere en diskret funksjon. Det blir nok enda mer ngyaktig a regne P(S > 226)

4For & fa helt riktig svar ma vi korrigere for heltallene. Vi bruker en kontinuerlig fordeling til
(diskret) ~

P(S > 225.5)(kentinuerlig) — () 02490812 ~ 2.5%. Dette er bare en kommentar. Pa del 1 handler det
ogsa om a fa greie verdier som man kan sla opp i tabellen.

6
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— “Nar bedriften produserer 200 enheter per uke, blir overskud-
det lik 0.”

0(200) =0 = O(200) = a(200)>+b(200)+c =0 = 40000a+200b+c = 0

— “Overskuddet er stgrst nar bedriften selger 475 enheter.”
Da er O'(475) = 0. Vi har at O'(z) = 2azx + b, og far:

O'(475) =0 = O'(475) =2a(475)+b=0 = 950a+b =0

— “Nar bedriften selger 600 enheter per uke, er grensekostnaden
5 kroner stgrre enn grenseinntekten.”
Fra setningen ovenfor far vi vite at K’(600) = I'(600) + 5. Definisjonen
av overskudd sier at O'(600) = I'(600) — K'(600). Nar vi setter inn det
vi far vite i definisjonen far vi O'(600) = I’(600) — (I'(600) + 5) = —5.

O'(600) = -5 = O'(600) =2a(600)+b=—5 = 1200a+b= —5

Vi far altsa likningsystemet:

40000a + 2000+ c =0
950a + b =0 (6)
1200a + b = =5

Som var det oppgaven ba oss om a vise.

e Vi skriver likningssystem (0)) inn i CAS slik:
NLgs [{40000a + 200b + ¢ = 0, 950a + b = 0, 1200a + b = -5}, {a, b, c}]
Og vi far vite at a = —0.02, b = 19 og ¢ = —3000.

e Vi plotter funksjonen ved hjelp av
0(x) = -0.02*x*x + 19x -3000
i Geogebra. For a finne maksimumspunktet skriver vi inn
Maks [0, 0, 800]
Vi far vite at maksimumspunktet er (475,1512.6). Det storste overskuddet
bedriften kan fa per uke er altsa 1512.6.

Oppgave 2

a) Her kan det veere lurt a lage en tabell og lete etter et mgnster. Vi kaller
bankinnskuddet for b, slik at b = 20000 i denne oppgaven. Videre kaller vi
renten for r, altsa er r = 1.03 i denne oppgaven.
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Ar  Antall ar etter start (n) Penger pa konto (P,)

2018 0 b

2019 1 br +b

2020 2 b(r® +r+1)

2052 34 b(?”34+7“33+---—|—7“2—|—7"—|—1)
Dersom P, er penger etter n ar, sa er den rekursive regelen at P, = P, _1r + b, altsa

“pengene i ar er pengene fra forrige ar, ganget med renten, pluss et nytt bankinn-
skudd.” Generelt far vi at P, = b(r" +r" '+ .-+ 72+ r+1). Nar vi setter inn
n = 34, b = 20000 og r = 1.03 far vi

34

Py; = 20000 (1.03% +1.03% 4 -+ 4 1.03° + 1.03+ 1) =b Y 7'

=0

I Geogebra gjor vi som vist i figur . Svaret blir 1209242.

» CAS *
1 b:=20000

- b = 20000

r=103

103
"= 100

3 b=3um[r, i, 0, 34]

1209241.64

Figur 3: Skjermbilde fra CAS for oppgave 2a, del 2.

b) Igjen kan det veere nyttig a sette opp en tabell. Vi lar I = 1209242 veere
innskuddet som Ingrid har spart opp i 2052. Vi antar at Ingrid har pengene
pa samme konto fra 2052 til 2053, og lar » = 1.03 veere renten og u veere det
ukjente uttaket.

Ar  Ar etter forste uttak (n) Penger pa konto (P,)

2052 -1 I

2053 0 Ir —u

2054 1 Ir? —u(r+1)

2055 2 Ird —u(r* +r+1)

2067 14 115 — (e 13 g g 1)

Den rekursive regelen er lik den forrige, men na tar vi ut u hvert ar. Regelen
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er P, = P,_1r — u. Kontoen skal veere tom etter 14 ar, sa vi lgser

14
P14:IT15—U(T14+T13+"'+T2+T+1):ITIS—UZTiZO
i=0

I Geogebra lgser vi som vist pa figur @ Svaret blir 101294.

» CAS *
9 | =1209242
- 1 := 1200242
r:=1.03
2
. 103
"= 100

3 u=rr15 0 Sumlr, i, 0, 14]

u:= 101294.07

Figur 4: Skjermbilde fra CAS for oppgave 2b, del 2.

c¢) Fra forrige oppgave vet vi at

n—1
Py=Ir"tt —au(r™ + " o b 1) :IT”—qui
i=0

der n er antall ar etter 2053. Vi lgser P, = 0 som vist i figur [f} Kontoen er
tom 19.44 ar etter 2053, altsa i ar 2072.44. Oppgaven spgr nar kontoen vil
veere tom, den vil veere tom i lgpet av ar 2072.

Oppgave 3

a) La X = N(u = 30,0 = 3) veere levetiden til et tilfeldig valg batteri. Vi kan
bruke sannsynlighetskalkulatoren i Geogebra, som er raskt og enkelt. Her viser
jeg hvordan oppgaven kan regnes ut ved hjelp av standardnormalfordelingsta-
bellen:

X—p 27—
P(X<27):P< g “)

o o
27— 30
= <
(7<757)
=P(Z<-1)
= 0.1587
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b CAS *
1 I:= 1209242
- | := 1200242
r=103
Z
103
"= 1oo

3 u=80000

- u := 860000

P(n) = *Fr{n+1) - u *Sumlr, i, 0, n]

4372274 ( 1|1|3‘~.|“+1 , 8000000
3 \100/ 3

- P(n) := —

5 MLas[P{n) = 0%, {n}]

-~ {n=19.44}

Figur 5: Skjermbilde fra CAS for oppgave 2c, del 2.

b) La Y vaere forventet levetid for batteriene, altsa gjennomsnittlig levetid for

batteriene. Levetiden til et batteri er en stokastisk variabel X = N(u =
30,0 = 3), og levetiden til gjennomsnittet er da gitt ved Y = N (uy = 30,0y =
o/+/n). Vi setter opp hypotesene slik:

Hy: Y =30
H : Y <30
Den observerte verdien for Y, her kalt Y, blir er:

29431 +324+27+29+25+234+30+26
5 =

Yobs = 28

La oss bruke p-verdien til a trekke en konklusjon. p-verdien er sannsynligheten
for noe like ekstremt, eller mer ekstremt, som den observerte Yy, gitt at Hy
er sann. Dersom Hj er sann er Y normalfordelt med forventing puy = 30 og

oy =0o/\yn=3/V/9=1.

p-verdi = P(Y < Y,s|Hp er sann) = P(Y < 28)
y _ _
_ P( py 28 30)
oy 1
=P(Z <-2)
= (0.0228

Gitt at Hy er sann er det altsa 2.28% sannsynlig a trekke ut batterier slik at
Y < Y. Ettersom p-verdien er lavere enn o = 0.05 sa forkaster vi Hy.

10
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Oppgave 4

a)

b)

Vi legger dataene inn i regnearket i Geogebra, deretter markerer vi og trykker
“Regresjonsanalyse” oppe til venstre. Vi velger “logistisk regresjon”. Se figur
@for et skjermbilde. Svaret blir N = 10095, a = 49.5 og k = 0.50.

X| | *+ Regneark
S| F «|EEESx B
A [ 8] ¢

1 0 200

2 5 2000

3 12 9000

4
& Dataanalyse - (3) *
#dﬂ] Srllie=

e -
T oo XsY =2
&

Punktdiagram

Y. B1B3

el

——7 1 5 8 10 12 11

X ATA3
Regresjonsmodell

Logistisk ~ - 10094 80787
1 + 49.47404 g 150067

Symbolsk utregning: x = y=

Figur 6: Skjermbilde fra CAS for oppgave 4a, del 2.

Marker dataene i regnearket, hgyreklikk og velg “Lag — Liste med punkt.”
Bruk deretter f(x) = RegLogist[Listel] for a definere funksjonen. Lag en
linje y = 7000 og velg “Punkt — Skjeering mellom to objekt” for a fa punktet
(9.423,7000). Antall smittede personer per uke er 7000 etter 9.4 uker, altsa
passerer vi 7000 smittede i uke 9 etter at sykdom brgt ut.

Bruk kommandoen I = Integral[f, 0, 12]. Integralet blir 44386.2. Inte-
gralet av en funksjon er “summen av funksjonen.” Tolkningen her er at inte-
gralet er summen av antall smittede per uke, summert fra uke 0 til uke 12,
altsa totalt antall smittete i perioden.

12
/ f(t) dt = totalt antall smittede fra uke 0 til uke 12 = 44386
0 — ==

~—~

smittede / uke uke

Vi lgser likningen
T
/ f(t) dt = 15000
0

for den ukjente T' ved NLgs [{Integral[f, 0, T] = 15000}, {T}] i CAS,
og vi far T' = 8.066 som svar. Det tar rett over 8 uker fgr 15000 personer er
smittet totalt.
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