
Eksamen R2 vår 2017, løsning 
Del 1, ingen hjelpemidler 

Oppgave 1 
a)  

𝑓′(𝑥) = 3 ⋅ cos 𝑥 − sin𝑥̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳  

 

b)  

𝑔′(𝑥) = [𝑥2]′ ⋅ cos 2𝑥 + 𝑥2 ⋅ [cos 2𝑥]′ = 2𝑥 ⋅ cos 2𝑥 + 𝑥2 ⋅ (−2 sin2𝑥)

= 2𝑥(cos2𝑥 − 𝑥 sin2𝑥)̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳  

 

c)  

ℎ′(𝑥) =
[2 cos 𝑥]′ ⋅ (1 + sin 𝑥) − 2 cos 𝑥 ⋅ [1 + sin 𝑥]′

(1 + sin𝑥)2
=

−2 sin𝑥 (1 + sin𝑥) − 2 cos 𝑥 ⋅ cos 𝑥

(1 + sin𝑥)2
 

 

=
−2(sin𝑥 + sin2 𝑥 + cos2 𝑥)

(1 + sin 𝑥)2
=

−2(sin𝑥 + 1)

(1 + sin𝑥)2
=

−2

1 + sin 𝑥̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳
 

 

Oppgave 2 
a) Integrerer direkte: 

∫(𝑥2 −
2

𝑥
)𝑑𝑥 =

1

2 + 1
𝑥2+1 − 2 ⋅ ln|𝑥| + 𝐶 =

1

3
𝑥3 − 2 ln|𝑥| + 𝐶

̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳
 

 

b) Substitusjon, 𝑢 = 2𝑥2 gir 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 4𝑥 gir 𝑑𝑥 =

𝑑𝑢

4𝑥
 

∫𝑥 cos(2𝑥2) 𝑑𝑥 ∫𝑥 cos𝑢
𝑑𝑢

4𝑥
=

1

4
∫cos𝑢 𝑑𝑢 =

1

4
sin 𝑢 + 𝐶 =

1

4
sin2𝑥2 + 𝐶

̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳
 

 

Oppgave 3 
a)  

Den største verdien til sinus er 1, så 
toppunktene er der  

sin 2𝑥 = 1 

2𝑥 =
𝜋

2
+ 2𝜋𝑛 

𝑥 =
𝜋

4
+ 𝜋𝑛 

Alle toppunktene har 𝑦 = 2 ⋅ 1 − 1 = 1 

Den minste verdien til sinus er -1, så 
bunnpunktene er der  

sin 2𝑥 = −1 

2𝑥 =
3𝜋

2
+ 2𝜋𝑛 

𝑥 =
3𝜋

4
+ 𝜋𝑛 

Alle toppunktene har 𝑦 = 2 ⋅ (−1) − 1 = −3 

 

Svar: For 𝑥 ∈ 〈0, 2𝜋〉 er toppunktene (
𝜋

4
, 1)

̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳
 og (

5𝜋

4
, 1)

̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳
 og bunnpunktene (

3𝜋

4
, −3)

̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳
 og (

7𝜋

4
, −3)

̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳
. 

 

 

 

 



b) Løser 𝑓(𝑥) = 0 

2 sin2𝑥 − 1 = 0 

sin2𝑥 =
1

2
 

2𝑥 = {

𝜋

6
+ 2𝜋𝑛

𝜋 −
𝜋

6
+ 2𝜋𝑛

 

𝑥 = {

𝜋

12
+ 𝜋𝑛

5𝜋

12
+ 𝜋𝑛

 

Svar: Innenfor 𝑥 ∈ 〈0, 2𝜋〉 er nullpunktene (
𝜋

12
, 0)

̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳
 og (

5𝜋

12
, 0)

̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳
 og (

13𝜋

12
, 0)

̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳
 og (

17𝜋

12
, 0)

̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳
 

 

c) Markerer alle ekstremalpunktene fra a) og alle nullpunktene fra c), og utnytter i tillegg at 

vendepunktene skjærer likevektslinja i 𝑦 = 2 ⋅ 0 − 1 = −1 i 𝑥-verdier som ligger midt mellom 

topp- og bunnpunktene: 

 

 

Oppgave 4 
a) Denne kan løses på (minst) to måter: 

Som separabel differensialligning: 

𝑦′ = 𝑥 ⋅ 𝑦     | ⋅
1

𝑦
 

1

𝑦
⋅ 𝑦′ = 𝑥 

∫
1

𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = ∫𝑥𝑑𝑥 

ln|𝑦| =
1

2
𝑥2 + 𝐶1 

|𝑦| = 𝑒
1
2
𝑥2+𝐶1 

|𝑦| = 𝑒𝐶1 ⋅ 𝑒
1
2
𝑥2

 

𝑦 = ±𝑒𝐶1 ⋅ 𝑒
1
2
𝑥2

 

 𝑦 = 𝐶 ⋅ 𝑒
1
2
𝑥2

̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳  

Med integrerende faktor, 𝑒∫(−𝑥) = 𝑒−
1

2
𝑥2

 
𝑦′ = 𝑥 ⋅ 𝑦 

𝑦′ − 𝑥 ⋅ 𝑦 = 0      | ⋅ 𝑒−
1
2
𝑥2

 

𝑦′ ⋅ 𝑒−
1
2
𝑥2

+ 𝑦 ⋅ (−𝑥𝑒−
1
2
𝑥2

) = 0 

𝑦′ ⋅ 𝑒−
1
2
𝑥2

+ 𝑦 ⋅ [𝑒−
1
2
𝑥2

]
′

= 0 

[𝑦 ⋅ 𝑒−
1
2
𝑥2

]
′

= 0 

∫[𝑦 ⋅ 𝑒−
1
2
𝑥2

]
′

𝑑𝑥 = ∫0𝑑𝑥 

𝑦 ⋅ 𝑒−
1
2
𝑥2

= 𝐶     | ⋅ 𝑒
1
2
𝑥2

 

                                     𝑦 = 𝐶 ⋅ 𝑒
1
2
𝑥2

̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳  

 

b) 𝑦(2) = 5     ⇒      5 = 𝐶 ⋅ 𝑒
1

2
⋅22

= 𝐶 ⋅ 𝑒2     ⇒      𝐶 =
5

𝑒2     ⇒      𝑦 =
5

𝑒2 ⋅ 𝑒
1

2
𝑥2

= 5𝑒
1

2
𝑥2−2 

Svar: Når 𝑦(2) = 5 er 𝑦(𝑥) = 5𝑒
1

2
𝑥2−2

̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳   



Oppgave 5 

Linja starter i (0, 3) så 𝑏 = 3 og 𝑎 =
Δ𝑦

Δ𝑥
=

5−3

4−0
=

2

4
=

1

2
 så ligninga for linja er 𝑙: 𝑦 =

1

2
𝑥 + 3. 

Løst med integral over volumformelen: 

𝑉 = 𝜋∫ 𝑙2𝑑𝑥
4

0

= 𝜋 ∫ (
1

2
𝑥 + 3)

2

𝑑𝑥
4

0

= 𝜋 ∫ (
1

4
𝑥2 + 3𝑥 + 9)𝑑𝑥

4

0

= 𝜋 [
1

12
𝑥3 +

3

2
𝑥2 + 9𝑥]

0

4

= 𝜋 (
1

12
⋅ 43 +

3

2
⋅ 42 + 9 ⋅ 4 − 0) = 𝜋 (

16

3
+ 24 + 36) = 𝜋

16 + 24 ⋅ 3 + 36 ⋅ 3 

3

=
196𝜋

3̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳
 

 

Løst med volumformelen for kjegler, 𝑉 =
1

3
⋅ 𝜋 ⋅ 𝑟2 ⋅ ℎ: 

Linja skjærer 𝑦 aksen der 
1

2
𝑥 + 3 = 0 altså i 𝑥 = −6, vi har altså ei kjegle med radius 5 og høyde 10 

som har fått kuttet av toppen med radius 3 og høyde 6: 

𝑉 =
1

3
⋅ 𝜋 ⋅ 52 ⋅ 10 −

1

3
⋅ 𝜋 ⋅ 32 ⋅ 6 =

(250 − 54)𝜋

3
=

196𝜋

3̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳
 

 

Oppgave 6 
a) Radius av kula er lik lengden av en vektor fra sentrum til overflata: 

𝑟 = |𝑆𝑃⃗⃗ ⃗⃗  | = |[3, −4, 0]| = √32 + (−4)2 + 02 = √25 = 5 

Med radius 𝑟 og sentrum 𝑆(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝑆(1, 3, 5) er ligninga: 

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 + (𝑧 − 𝑧0)
2 = 𝑟2      

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 3)2 + (𝑧 − 5)2 = 25̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳ 

 

b) Radius står 90° på tangentplanet, normalvektoren kan være alle 𝑛⃗ ∥ 𝑆𝑃⃗⃗ ⃗⃗  , jeg velger  

𝑛⃗ = 𝑆𝑃⃗⃗ ⃗⃗  = [3,−4, 0] 

Vet at 𝑛⃗ ⊥ 𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, der 𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑧) er et vilkårlig punkt i planet, dvs. at  𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [𝑥 − 4, 𝑦 + 1, 𝑧 − 5] 

𝑛⃗ ⋅ 𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 
[3, −4, 0] ⋅ [𝑥 − 4, 𝑦 + 1, 𝑧 − 5] = 0 

3(𝑥 − 4) − 4(𝑦 + 1) + 0(𝑧 − 5) = 0 

3𝑥 − 12 − 4𝑦 − 4 + 0 = 0 

                                      𝛼:     3𝑥 − 4𝑦 = 16̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳  

QED 

 

c) Hvis planet 𝛼 tangerer kula med sentrum i 𝑄(2, 0, 7) må avstanden fra 𝑄 til 𝛼 være radius i 

kuleligninga. Bruker avstandsformelen fra et punkt (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) til et plan med 𝑛⃗ = [𝑎, 𝑏, 𝑐] og 

planligning 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0: 

𝑑 =
|𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐𝑧0 + 𝑑|

|𝑛⃗ |
=

|3 ⋅ 2 − 4 ⋅ 0 + 0 ⋅ 7 − 16|

√32 + (−4)2 + 02
=

|−10|

√25
=

10

5
= 2 

Kuleligninga blir: 

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 7)2 = 22 
(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 + (𝑧 − 7)2 = 4̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳  



Oppgave 7 
Dette er ei uendelig geometrisk rekke med 𝑎1 = 1 og 𝑘 = ln 𝑥 

a) Rekka konvergerer når −1 < 𝑘 < 𝑥    ⇒     −1 < ln 𝑥 < 1     ⇒      𝑒−1 < 𝑥 < 𝑒1 ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳  

 

b) Antar at rekka konvergerer, da er den uendelige summen: 

𝑆(𝑥) =
𝑎1

1 − 𝑘
=

1

1 − ln 𝑥̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳
 

 

c) Skal ha 𝑆(𝑥) = 3, da er: 
1

1 − ln 𝑥
= 3    | ⋅ (1 − ln 𝑥) 

1 = 3 − 3 ln 𝑥 

3 ln 𝑥 = 3 − 1 

ln 𝑥 =
2

3
 

𝑒ln 𝑥 = 𝑒
2
3 

           𝑥 = 𝑒
2
3̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳ 

Dette er innenfor konvergensområdet, så det er et gyldig svar. 

 

d) For at 𝑆(𝑥) = 𝑟 skal ha en løsning må 𝑟 være slik at 𝑥 er innenfor konvergensområdet: 
1

1 − 𝑘
= 𝑟    | ⋅ (1 − 𝑘) 

1 = 𝑟 − 𝑟𝑘 

𝑟𝑘 = 𝑟 − 1 

𝑘 =
𝑟 − 1

𝑟
 

Dette gir ulikheten −1 <
𝑟−1

𝑟
< 1, og siden det er en brøkulikhet må det løses som to separate 

ulikheter, som begge må være oppfylt for at vi skal være innenfor konvergensområdet: 

−1 <
𝑟 − 1

𝑟
 

0 <
𝑟 − 1

𝑟
+

𝑟

𝑟
 

0 <
2𝑟 − 1

𝑟
 

Fortegnsskjema (med 𝑥 for 𝑟): 

 
Denne er oppfylt for 𝑟 ∈ 〈←, 0〉 ∪ 〈

1

2
, →〉  

𝑟 − 1

𝑟
< 1 

𝑟 − 1

𝑟
−

𝑟

𝑟
< 0 

−
1

𝑟
< 0 

Fortegnsskjema (med 𝑥 for 𝑟): 

 
Denne er oppfylt for 𝑟 ∈ 〈0,→〉 

 

Begge ulikhetene er oppfylt slik at 𝑆(𝑥) = 𝑟 har en løsning for 𝑟 ∈ 〈
1

2
, →〉

̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳̳ ̳ 

 

(Kunne også argumentert med at 𝑟 =
1

1−𝑘
 vil gå mot 

1

2
 når 𝑘 går mot −1 ovenfra, som er den 

laveste verdien 𝑘 kan ha, og når 𝑘 stiger mot 0 blir 𝑟 større, og når 𝑘 passerer 0 og blir enda 

større blir 𝑟 enda større, og når 𝑘 → 1 vil 1 − 𝑘 → 0, så da vil lim
𝑘→1

1

1−𝑘
→ ∞) 

 



Oppgave 8 

𝑃(𝑛):    
1

2!
+

2

3!
+

3

4!
+ ⋯+

𝑛 − 1

𝑛!
=

𝑛! − 1

𝑛!
     ,     𝑛 ∈ {2, 3, 4, 5, … } 

Sjekker først om formelen stemmer for ett ledd (𝑛 = 2): 

Venstre side: 
1

2!
=

1

2
 og høyre side: 

2!−1

2!
=

2−1

2
=

1

2
, de er like, da er 𝑃(2) sann. 

Så antar jeg at testen stemmer for 𝑛, og undersøker om den stemmer for 𝑛 + 1 også: 

Venstre side: Legger til ett ledd til etter samme formel, og antar at formelen stemmer så jeg kan 

erstatte leddene fra 2 til 𝑛 med formelen jeg skal bevise: 

1

2!
+

2

3!
+

3

4!
+ ⋯+

𝑛 − 1

𝑛!
+

𝑛 + 1 − 1

(𝑛 + 1)!
=

𝑛! − 1

𝑛!
+

𝑛

𝑛! ⋅ (𝑛 + 1)
=

(𝑛! − 1)(𝑛 + 1) + 𝑛

𝑛! (𝑛 + 1)

=
𝑛! ⋅ (𝑛 + 1) − 𝑛 − 1 + 𝑛

(𝑛 + 1)!
=

(𝑛 + 1)! − 1

(𝑛 + 1)!
 

Høyre side: Erstatter 𝑛 med 𝑛 + 1 i summeformelen: 

(𝑛 + 1)! − 1

(𝑛 + 1)!
 

Ser at de to sidene er like for 𝑛 + 1 hvis jeg antar at 𝑃(𝑛) stemmer, det betyr at siden 𝑃(2) stemmer 

så stemmer 𝑃(2 + 1) = 𝑃(3), da stemmer 𝑃(3 + 1) = 𝑃(4), osv. for alle 𝑛 ∈ {2, 3, 4, 5, … }, så 

beviset er fullført. 

  



Del 2, løst i TI-nspire (med minimal forklaring): 

Oppgave 1 

 

 

Oppgave 2 
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Oppgave 4 

 

 



Oppgave 5 

 

 

 


