Matematikk R2 Eksamen varen 2015 - Lasninger

Eksamen varen 2015 — Losninger

DELT
Uten hjelpemldler

Hijelpemidler: vanlige skrivesaker, passer, linjal med centimetermal og vinkelméler

Oppgave 1
a f(xy=-3cosx
S(x)==3(-sinx)=3sinx

b g(x)=sin’x
g'(x)=2sinx-(sinx) =2sin xcosx =sin2x

¢ hx)=x'-c"

Hxy=(xY e +x (Y =3x" e +x () =(3-x)x" ¢

Oppgave 2
j(x2+2x~3)dx:{lx3+x2~3x} :(lzi+22a3~2)~(141+12—34j
. 3 . \3 3
:§+4~6—l~1+3:Z
3 3 3

3x
b ——dx
J. -x=-2

Viserat x° —x—2=(x-2)(x+1), og benytter metoden med delbrokoppspalting fer vi
integrerer.
3x A B
—= +— (x=2)(x+1
X -x-2 x-2 x+] I Y+ l)
Sx=Ax+1)+B(x-2)

x=2 gir 32=A2+D)+B(2-2) < 6=34 < A=2
x==1 gir 3. (- = A-1+D+B(=1-2) < -3=-38 < B=l

N et L s S
X —x—2 _\~—2 x+1
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¢ jx-]nxdx
whw u-v v

Ix-lnxdx = lx2 dnx - fixz -ldxzixl -lnx—lfxdx%AC: lx2 -lnx—lx2 +C
2 2 X 2 2 2 4

Oppgave 3
a J.\'»c":dx:fe”wl«-Zxdx
der u=x
*_[' u dtg_f—e“du W =%

= le" +C :le“l +C
2 2

b y+2xp=4x, w0)=8

Dette er en lineer forste ordens differensiallikning, og vi finner forst den generelie
lesningen ved hjelp metoden med integrerende faktor.

2xdx 2o . < o :
cJ‘ =" Vivelger C =0 og fir ¢ som integrerende faktor.
V4 2xy=4x
Vet e’ 2x=4x-e"

(_v-e‘:)’:4x~c‘:

J.(,V'CYI )’dx = J'4x-e": dx

}v"C'\;+C1:4J..\"C\': dx
yee 4(‘ 4. %c +C,

yz2+Ce""2 derC=C,~-C,

Til slutt bruker vi initaibetingelsen »(0) =8 for & bestemme C.

»(0)=
24Ce™ =8
C1=8-2
C=6
=2+6e
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Oppgave 4

2 2

a S(x):2+£+—7+—7+..., x#0
X X X

. . 1 .
Rekka er geometrisk og vi ser at & = —. For at rekka skal konvergere ma vi ha at
x

k<1

.[ 2
—| <1
X
1 PR i
—<1 | -x*  x* er positiv ndr x = 0.
2

x<—-1 v x>1

Konvergensomradet til rekka er (e = 1) U (1 ) —>> .

b S(y=-I -2 _ 2%
-k _ 1 x-1
X
S(x)=4
2y
x~-1
2x=4x—-4
—2x=-4
x=2
Formelen S(x)= —2% forutsetter at rekke er konvergent. 2 er med i konvergensomradet, og
X
derfor kan vi konkludere med at likningen S(x)=4 har lesningen x=2.
Oppgave §
a A=(3,0,0), B=(0,4,0)08 C=(0,0,1).

AB=[0-3,4-0,0-0]=[-3,4,0]
AC=[0-3,0-0,1-0]=[-3,0,1]

ABxAC =[-3,4,0]x[-3,0,1]=[4-1-0-0,0-(~3)~(=3)-1,~3-0-4-(-3)] =[4,3,12]

(I stedet for & bruke formelen, kan vi bruke skjemaet i lereboka som hjelpemiddel.)

F :lgﬁBxZE:l|[4,3,12]|:lx/42+32+122:l\/16+9+14 L1
) 2 2 2 2 2
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b Ennormalvektor for planet e mé vaere parallell med ABx AC . Vi velger & bruke ABx AC

som normalvektor for ¢. Vi benytter i tillegg punktet C for & finne planlikningen.
4(x-0)+3(y-0)+12(=~-1)=0
4x+3y+12--12=0

2

¢ 0=t L —L| tz0
37 4

Koordinatene til P er de samme som posisjonsvektorens, og vi setter disse inn i
planlikningen for 4 finne nar partikkelen treffer planet.

4x+3y+12:-12=0
PR SN N L T
3 4

e+ -3r-12=0

Ft-12=0
E+(t-3)=0
t=~4 v (=3

Da bare den positive verdien kan brukes treffer partikkelen planet o ved tiden ¢ =3.

s 2 2
op=¢, = L33 3 3,3,—3}
374 3773 4

Partikkelen treffer « i punktet (3 L3, %j .

Oppgave 6
En tallfelge er gitt ved ata, = -1 og a,

Al :an +n——['
. . . . n(n—3)
Vi skal bevise ved induksjon at g, = . ne N.

1(1-3)_ -2
2 2

Holge definisjonen av tallfelgen er @, =—1. Formelen gir g, = =-1

Vi ser at formelen stemmer for n=1.

Vi vil vise at antakelsen om at formelen stemmer for g, leder til at den ogsa stemmer for q,,,.
. . ({1~3)
Det betyr at vi i utregningen nedenfor kan erstatte «, med = g

----- 3 o - - - t+D)((+1)-3
Y =a,+t~l:m 35,20 2_rP-304u-2 £-1-2 (+e-2)_( y((e+1D-3)

A 2 2 2 2 2 2 2

. t+D{(t+1)-3 L. 1t —
Viserat a,,; = (—2-(—&)—) hvis vi antar at g, = (——32
2 2
Vi har vist at formelen stemmer for n =1, og vi har vist at antakelsen om at den stemmer for

n =1 leder til at den ogsé stemmer for » =¢+1. Dama formelen stemmer for alle ne N.
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Oppgave 7
f(x)=3~3cos(1-x") , xe<_§’_72£>
a

JSx)=0

3-3cos(i—x)=0
3=3cos(l~x")
cos(l-x*) =1
cos 1=0
1-x*=0+k-27, keZ

X ==k 2mx
X= im
Nullpunktene til / er -1 og 1.
b () ==3(=sin(l-x"))-(1-x") =
J'(x)=0

—6xsin(l—x*)=0

—6x=0 v sin(l—-x)=0

x=0 v l-x"=0+k-2n

x=0 v x'=1-k2n

x=0 v x==%I

Foratxe —E,E mivihak=0.
22

3sin(l—x*)- (=2x) = ~6xsin(l ~ x*)

sin? 0=90

Foratxe —E,E mavihakt=0.
22

Vi tester med en tilfeldig valgt verdi i hiver av de fire aktuelle intervallene.
F(=1,1y==6-(=1,1)-sin (1 ~(—1,1)2) =6,6-sin(-0,21) <0

S1(=0.9) = =6-(=0,9)-sin (1 - (=0,9)) = 5, 4sin(0.19) > 0

£1(0,9)=~6-0,9-sin(1 - 0,9%) = ~3,45in(0,19) < 0

S0 =-6-11-sin(1-1,1°) = 6,6-sin(~0,21) =6,65in(0,21) > 0

T

-1 0

2@ - linje —4

fa) Lo S o

Vi ser at grafen til / har bunnpunkter for x=-1 og for x =1 og toppunkt for x=0.

¢ Graf (3) har—1, 0 og | som ekstremalpunkter, men ikke —1 og 1 som nullpunkter.

Graf (2) har —1 og | som nullpunkter og 0 som ekstremalpunkt, men mangler -1 og | som

ekstremalpunkter.

Graf (1) er grafen til f fordi bide nullpunktene, ekstremalpunktene og stigningen passer med

det vi fant i oppgave a og b.
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Oppgave &

a  cos(2x)=cos{x+x)=cosx-cosx—sinx-sinx=cos’ x~sin®x

4 VRN SUUE DA 22 VL 2 2 el ‘2
b COS X —SIN X ={CO0S X} —{SM x} =[COS" x+SImM xj{cos " x—smn"x

=1 ‘cos(Zx) =C08 (2x)

Oppgave 9

sinx+cosx=1, xe[0,27t]

Venstre side kan skrives om i henhold til formelen asinex+bcoscx = Asin (cx +p)

A=~a? +b =P+ =J141=42

b
tangp=—=-~=1
a
tan"1=2
4
¢ ‘n+k n
? 4

¢ skal ligge 1 samme kvadrant som punktet (o, b), altsd punktet (1, 1). Det oppndr vi om vi

setter & =0. Det gir (/):g-

siny+cosx=1, xe[O,Zn]

\/Esin[xn'—ﬁjzl
4
sin X+Z =

2

(B n
S —2— AZ

s

xit=likon v ox+len-Zikon
4 4 4 4

x=k-2W v x:—g+k-2n

L:{o,ﬁ,zn}
2

Ciete B oy 0
Lige b oay 10
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Alle hjelpemidler er tillatt, med unntak av Internett og andre verktay som tillater kommunikasjon.

Oppgave 1

a  v()=26-0,08-5(1)
v=26-0,08-5=26~0,08-125=26-10=16
Etter 125 km er farten 16 km/h.

a

b Vileser differensiallikningen med CAS i GeoGebra med s som y og ¢ som x.
EGAS e e
- | LesODE[y'=26-0.08y,{0,0)]

Cw y= 325004305

5(£) =325-325¢%
¢ Vi fortsetter med CAS.

5 s(ty= 326 - 325 eN-0.08 1)
& v os(t) = 325 - 325 700

g 1 Y

£~ 24087

4 s)=125

© jiss {t = 6.068)
5 0.069°60

O 414

Rad 3 viser at Roger den forste timen sykler 25 km.

Radene 4 og 5 viser at Roger bruker 6 timer og 4 minutter p4 & sykle 125 km.
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Oppgave 2
a A4=(0,0,0), B=(1,0,-1), C=(1,1,0) og P=(¢,2t+1, +2), teR,

Vi leser oppgaven med CAS i GeoGebra.

SR

@

A=(0,0,0)
o &= (0,0,0)

B

B:=({1.0,-1}
- B = (1,0, -1}

B.@

C=(1.1,0}
. €= (1,1,0)

Po=(t,2641,842)
o Pas (L2t 4 Lt 4 2)

1 V{th=1/6"(vektor{A, BleVektorfA, Cly'Vektoris, P

1 1 1
© V(E) == 3t2—~~6~ t+§

5 viser uttrykket for volumet av pyramiden.

V=772

Clres {t= -4t = 5}

5L 20+ 1 e 2)

1 (-4, -7,18)

(tL2t+ 1,742
Bty w3 (5,11,27)

Fullstendigkvadrat{V{t)]

1/, 1\ 1
”é(‘“"ﬁ)“‘é‘

{2+, 82+ 2;

(1,9
B, 1 (2 .2, Li')

Vi fér to mulige svar for punktet P, og koordinatene vises i radene 7 og 8.

Siden V' er en andregradsfunksjon kan vi skrive V() som et fullstendig kvadrat slik vi gjer

irad 9, og daser viat V/(¢) er minst mulig ndr ¢ = %

Koordinatene til P blir da som vist i rad 10.
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Oppgave 3 Oppgave 4
a  Vitegner grafen til /1 1 grafikkfeltet i GeoGebra. a
14010 € g
hoyde over bakkenivé /’“‘\ Sl () mxeaTxeb
1 .
1201 \ = f(x) = Fax+b
100 \ =1 g=Tangent]s, f]
2
a0 ST XY = 8 b axZsxb
2 h{x):=Tangent{t, {]
° (6.1.50) (239, 50) I h{x) = P fax+2tx+b
20 \ a:y=50
g() =~ +ax+2sx+b=ax+2sx+b—s =(a+28)x+b~s
m . - b 2
% h(t) = —67.5 cos (E t) +69.5 (05tx30) h(x)=—1 +ax+2x+b=ax+2x+b—1 =(a+20x+b~1
0} .t
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 26 30 b Iskjeringspunktet P er g(x)=h(x), og vi leser likningen for 4 finne x,.
minuiter etter ombordstigning
Vi finner koordinatene til skjeringspunktene mellom grafen til / og linja y =50 med 3 gld=h(x)
kommandoen Skjaering mellom to objekt. 4
Passasjerene er SO m over bakkenivé ca. 6 minutter og ca. 24 minutter etter ombordstigning.
b !
14040@ B 5
heyde over bakkenivé TN
120
100 / .6
&0 (7.5, 69.5) \ (22.5,69.5)
Sy e A S+
50 a3y =095 Viserat x, = T

40 ¢
IntegraiMeliom(f, g, s. x_p}
2 h{t) = —67.5 cos (= t] +695 (0 <t < 30) 7 1 1
// (15> ot ato Lo,
ol St 24° 78 8 24
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
minutter etter ombordstigning IntegralMellom{f, h, x_p, {]
Grafen til s beskriver en harmonisk svingning. For en slik graf framkommer vendepunktene 8 . i K } P -1: st 4 i x
som skjaringspunktene mellom grafen og likevektslinja. Vi ser av funksjonsuttrykket at : 24 8 8 24
likevektslinja er gitt ved likningen y =69,5. e
jaerg gen ) 9 187/%8
Skjeeringspunktene finner vi med kommandoen Skjering mellom to objekt. N

Vendepunktene pa grafen til #er (7.5, 69,5) og (22,5, 69,5). ‘
Vi ser at begge arealene avhenger av s og /, og ingen av dem avhenger av ¢ eller b, og vi ser

h'(7,5) gir den raskeste stigningen og /'(22,5) gir den raskeste nedstigningen som i
(7.5) ¢ gningen og /2 Ve gmng at arealene er like store.

passasjeren opplever i lopet av runden.
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