Losninger til eksamen i matematikk R2 varen 2016

DELPROVE 1 - uten hjelpemidler
Oppgave 1

a) Vi bruker at (cos#)’ = —sin¢), og vi bruker kjerneregelen ved at (5],\')' =4
Dette gir:
%) = (2 cos(5x)) =25 (—sin(5x))" = —10 - sin(5x)

b) Vi bruker produktregelen ved derivasjon, den deriverte av sinus og kjernerege-
len pd e=%. Dette gir:

g'(x) = e cosx — 27> sinx = (cosx — 2 - sinx) - e

Oppgave 2

a) Vi regner ut som bestemt integral og husker at det ubestemte integralet til 1/x
er In-funksjonen. Vi far:

/ gdx=[3ln|x|]i=3!ne—3lnl=3—0=3
1

b) Vi bruker delbrekoppspalting. Sidenx? — 1 = (x—1)(x4-1) blir enkeltnevnerne
(x — 1) og (x + 1). Vi multipliserer med (x* — 1) og far:
A + B
x—1  x+1 x2—1
Vi kan finne 4 og B ved a regne ut et likningssett eller ved 4 sette innx = +1. Vi
velger det siste og far:

< Ax+1)+Bx—-1)=2

i
x=1gir2d=2 og x=-1gir —2B=2. Dablir 4=1 og B=~1

Dette gir da det ubestemte integralet:

2 1 1
/;{—2—:7 dx=/(x_l—m)dx:lnlx—ll—ln]x+l|+c

Vi kan ogsa ved hjelp av annen logaritmesetning skrive svaret:

In

x—-1
x+l[+c

Oppgave 3

a) Arealet A av flatestykket blir:
A= / sinx dx = [—cosx]§ = —cosm+cos0 = —(—1)+1=2
0

b) Vi bruker blant annet produktregelen for derivasjon og finner den deriverte D:

1 1. , 1 1. . 1
D= (Ex — 5 Sinx - cosx + C) =5 (5 sinx - (—sinx) + 7 co8x- cosx)

Vi dpner parentesen og bruker enhetsformelen med cos?x = 1 — sin®x. Det gir:

_1 1‘2 1 2 e ain2 4
D—2-|—281nx 3 (1 —sin*x) = sin’x

Dermed er formelen bevist.

¢) Volumformelen for omdreiningslegeme gir V' = 1r - fo" (sin? x) dx. Dette gir:

V=7r~[(-;-x—i-;-sinx-cosx);r:ﬂ-((%)-W-O)—(O—O)) =-21--7r2

Oppgave 4

a) Vi har en geometrisk rekke siden hvert ledd er lik det foregaende multiplisert
med det konstante tallet 4. Vi bruker formelen for S, med a; = § og k= }. Vi
multipliserer tellerne med hverandre og nevnerne med hverandre og far:

n_1 Iyn 1 n

Pol_Gr-t_

-1 1-2 2

o1 1
Si=a Ty =E‘(

11—

N

b) Vi skriver om til brekeksponenter og bruker produktregelen for potenser:

1 1 1 3 1
P(x) = x% . x% . x% e X2 —_—x%"‘%"‘i*‘"""w =x" =x(| 7’)

©) Vi har im0 Sy = limyo00(1 — ) = L. Da blir limy_e P(x) = x! = x




Oppgave S
a) Vi laser farst likningen cos 2x = 0 generelt. Det gir:
2x=:l:§+n-27r & x::i:l’zr+ntvr

Nullpunktene er de lesningene som ligger i definisjonsintervallet Dy = (0, 2m). Vi
finner dem ved 8 velge » = 0 og n = 1 for lesningsskaren med pluss og ved &
velge n = 1 og n = 2 for lasningsskaren med minus. Nullpunktene blir:
7r Sn 3 T
=P YT YT Yt T
b) Vi deriverer og far: f/(x) = 3 - 2 - (— sin2x) = —6sin2x.
Den deriverte har nullpunkter for 2x = n-m < x = n- 7. lintervallet Dy gir
dette x-verdiene:x = 3, x=m, x= %_E
Viregner ut verdier av den deriverte mellom disse nullpunktene. Det gir:

X

(MY = —6.sin ™ = — 3T - g sin T =
f(4)— 6 sinz = 6 og f(4)— 65m2 =6

Videre far vi: f(3£) = —6 og f(Xf) = 6. P4 grunnlag av dette tegner vi
fortegnslinje for 4 skille mellom toppunkter og bunnpunkter, og vi regner ut tithe-
rende funksjonsverdier. Vi far dette resultatet:

3

Toppunkt :  (m,3). Bunnpunkter : (E 5

7t —3) og ( 3)

¢} Du skisserer en belgefunksjon (liner harmonisk svingning) med likevekts-
linje y = 0 og amplitude 4 = 3. Vi tegner inn nullpunktene, bunnpunktene og
toppunktene. Til hjelp kan vi ogsé tegne inn de randpunktene som ikke er med i

Dy f0) =3 og f2w) = 3.

GeoR2geofill.ggb inn her

Oppgave 6

Differensiallikningen y’ + f{x) - 3 = g(x) har den integrerende faktoren
1

I(x) = /) & Her far vida: I(x) = e/(=) & = g=3,
Videre mé vi regne ut integralet [ x- ¥ . Vi gjor dette ved substitusjon med
u = —1 .3 Dette gir du = —x - dx. Vi fir da:

/X e gk = /e" (—du)y=—-e"+C= —e ¥

Merk at vi ut fra dette har at (e™3%')/ = —x - ¢,

Vi lgser likningen ved at vi ferst multipliserer med den integrerende faktoren
I(x) = e, $& bruker vi produktregelen "baklengs" pa venstre side og deretter
integrerer vi hver av sidene. Vi utnytter integrasjonsformelen og derivasjonsfor-
melen som vi kom fram til ovenfor. Dette gir:

y—xy=x
{ integrerende faktor e
ey —xe ¥y = xe ¥
{ produktregelen "baklengs"
(7 y)! = xe ¥
{ integrerer
e y=—e " 4 C
{ multipliserer med et
y=-1 +C.e
Viharaty(0) = 1. Detgirat 1= -1+C-¢" & C=2.

Lgsningen av differensiallikningen med tilleggskraveter: y = —1+2 - e,



Oppgave 7
Vi finner 48 = [3 — 1,0 — (~4),5 — 1] = [2,4, 4].
Vektoren 7, mé st& normalt p'&;l_é og da blir skalarproduktetﬁ iy = 0. Det gir:
2,4,4]- k1, =0 = 2k+4+4(-k)=0 =>k=2

En normalvektor til planet er da #, = [2, [, —2]. Planet gr gjennom punktet
A(1,—4, 1), og likningen for a blir da:

2=+ 1-(p+4)=2c—1)=0 & 2+y—2:+4=0
b) I Cerx =y =0, og da gir planlikningen ~2z+4 =0 & =2,
Da blir punktet C:  (0,0,2).

¢) Vitar utgangspunkt i hijsrnet 4 og ser pa ABC som grunnflate og O som toppunk-
tet i pyramiden. For volumet av en trekantet pyramide har vi da vektorformelen
V=34 |(B x4t 40|

Vifar 4B x AC = [2,4,4] x [-1,4,1] = [~12, =6, 12].
Vi bruker volumformelen og skalarproduktformelen med 0= [-1,4,—1]:

V=g ll-12,-6,12) [1,4,-1) = £ (12 2¢ — 12)| =4

N -

d)Radien OP er en linje / som stir normalt pa tangentplanet ce. Da har den retnings-
vektor lik normalvektoren til e, det vil si [2, 1, —2], og den gar gjennom origo. En
parameterframstilling for / blir da:

x= 042t
y= 0+ ¢
z= 0-2

Punktet P er skjeringspunktet mellom / og planet . Vi setter uttrykkene fra / inn
i planlikningen og far:
220 +1=2(-2)+4=0 & U=—-4 & (= —g

Vi setter inn i parameterframstillingen og far koordinatene til P:

8 4 8
P'(‘a"w)

Oppgave 8
For n = 1 har vi pistanden: P(1): £=1 =1 & 1=1 somersant

Vi skriver opp pastanden for verdien n og for verdien (n + 1):

P(")3 Ek__;ll=1+k+kz+k3+-.‘+k"-2+kn-l (1)
k-1
Pln+1): —— =l kR B+ @

Vi vet at (1) er sann, og vi skal vise at (2) gjelder. Vi starter med heyre side i (2),
og skriver den opp slik:

14+ k+ R+ 2 g

Vi vet at (1) er sann. Av (1) har vi derfor at den farste delen som er markert, er lik

k-1
k-1
Hayre side av (2) blir da:
k-1 k,,_k"—-l+k”'(k-—1)__k"—1+k"+'—k"__k"+‘—1
-1 tE T k=1 =TT k=l S

Dermed har vi regnet oss fram til venstre side av (2). Vi har vist at dersom (1) er
sann, s er (2) sann. Siden formelen ogsa gjelder for » = 1 er den generelt gyldig.




DELPROVE 2 - med hjelpemidler
Oppgave 1

a) Vi ser forst av figuren at 0° < x < 90°.

Lengden L, (x) av stigen fra bakken og opp bereringspunktet med gjerdet finner vi
av den heyre trekanten:

. 2,0 2
smx = m R d Ll(x) = m

Lengden L,(x) av stigen fra bergringspunktet og opp til veggen finner vi av den
pverste trekanten. Her er den horisontale kateten lik 1,0 m. Vi fér da:

=4 Lz(x) —1-—-

COSX = =
cosx

10
Lz (x)
Lengden L(x) er summen av Ly (x) og La(x) slik at vi har:
1 2

+—
CoSXx sinx

L(x) =

b) Vi finner L'(x) og setter L'(x) = 0. Vi regner i radianer og gjer om til grader
til slutt. Ved derivasjonen bruker vi kjerneregelen med henholdsvis # = cosx og
= sinx i de to brokene, og vi bruker derivasjonsformlene:

1 . .
(%) = T (sinx)’ = cosx, (cosx)’= —sinx

Ut fra dette finner vi L'(x), setter L'(x) = 0 og kryssmultipliserer i likningen:

& sifx=2 cos’x

L) sinx  2cosx sinx _ 2cosx
X)) = — — - = -
costx  sin’x cos’x  sin*x

Vi dividerer med cos® x og lgser den likningen vi far i tangens:
tan’x=2 & tanx=v2=2% & x=0,8099=5]6°

Setter vi inn i L(x), finner vi verdien 4,16.

Stigen er kortest mulig for x = 51,6°. Da er stigelengden 4,16 m. Den rekker da
H meter oppover veggen. Vi finner / ved 4 bruke sinus i den store trekanten:

H=4,16-5in51,6°m=3,26m

Oppgave 2

a) Likevektslinja er 3y = 12,5 og amplituden er 4 = 6,63. Laveste verdi for sinus
er —1, mens hayeste verdi er 1. Da har vi:

D(f)min, = (—1) - 6,63 +12,5 = 5,83 og D(mars. = 16,63 + 12,5 = 19,13

Den korteste daglengden er 5,83 timer, og den lengste daglengden er 19,13 timer.

b) Figuren viser grafen. Samtidig har vi pa figuren tegnet inn linja y = 14 for &
finne svaret i punkt c.

GeoR2geofil2.ggb inn her

¢) Av grafen ser vi at daglengden i Bergen er 14 timer for x = 94 (4. april) og
for x = 250 (7. september).

d) Daglengden vokser raskest nr den deriverte har maksimalpunkt, det vil si i det
oppstigende vendepunktet. Vi finner D”(#):

D(f) = 6,63-0,0172-c0(0,0172¢~1,39) = D"(f) = —6,63-0,1722 5in(0,01721~1,39)

Vi skal ha D*(f) = 0. Daméasin(0,01721-1,39) =0 & 0,0172t— 1,39 =n.m.
Vi ser av grafen at vi skal ha den minste positive lgsningen. Daglengden vokser
raskest nér: 139

0,172t —139=0 & = a0 ~ 81
Vi regnet ut den deriverte D'(¢) ovenfor. Vi setter 7 = 81 inn i den deriverte:
D'(81) = 6,63 -0,0172 - cos(0,0172 - 81 — 1,39) = 0,114 timer/degn

Daglengden vokser raskest nér 7 = 81 (det vil si 20. mars (vérjamdegn)). Dag-
lengden vokser da med:

0,114 timer/dogn = 0,114 - 60 = 6,8 minutter/degn



Oppgave 3

a) Vi har brukt CAS med kommandoen "Integralmellom" og deretter faktorise-
ringskommandoen. Dette framgér av figuren.

GeoR2fil3.ggb

. oo (a—=bPF (b—a)

I faktorisert form farvi: 7= — ="—5

b) I CAS har vimed ¢ = (a + ) /2 definert 4B som linja p(x), AC som linja g(x)
og CB som linja r(x). Vi bruker Integralmellom fra 4 til B og deretter fra C til B.
Vi fér to like uttrykk. Oppsettet ser slik ut:

GeoR2fil4.ggb

Vi har faktorisert uttrykkene ved hjelp av CAS, og vi legger dem sa sammen. Dette

gir:
= (a=bp} (a—bP} (a—-bP} (b-a)
- 16 16 8 8

¢) Vi far til slutt forholdet ved 4 multiplisere med den omvendte brgken:

s 6 8 6 (b-a® 3

T_(b—ap (b—a (b—a) 8 4

Oppgave 4

a) Spredningsfarten ' er proporsjonal med antall som kjenner ryktet, ('), og antal-
let som ikke kjenner det, (1200 — ). Da kan vi skrive y' som en konstant multipli-
sert med produktet av disse to faktorene. Proporsjonalitetskonstanten skal vi sette
til 0,0006. Vi far da denne differensiallikningen med ¢ som avhengig variabel:

3’ =0,0006 - y- (1200 — y)

b) Vi lgser dette som en separabel differensiallikning. Underveis far vi bruk for
formelen: ] N

1
/N—————‘(B_N) =gzt C ()

Vi viser denne formelen ved delbrakoppspaltingen:

v _rr, t
N.(B—N) B \N B-N
Videre bruker vi sammen med annen logaritmesetning at for 0 < N < B gjelder:
dN dN
» /W-—lnN+C og at /m——ln(B—N)+C

Vi lgser differensiallikningen som en separabel differensiallikning med y’ = %"7

dy
i 0,0006 - y+ (1200 — y)

{ Muitipliserer med dt og integrerer

1
———dy= [ 0,0006dr
/)“(1200 ~) dy / !
{ Bruker formel (1)

! y
1200 " 200 =
& Multipliserer med 1200 og tar e0

J _ gl2oocy | o721
00—y ¢ ¢

= 0,0006¢ + C,

ki3 Multipliserer med(1200—y+).Lar 1200C, = C

y= 1200 . C . e(l,72l - C . eO,'IZI oy
i Finner y av likningen
1200 - C- "7
T C- et




Vi har at y(0) = 1. Vi bruker det til & finne C. Det gir:

1200C 1

Vi far da lgsningskurven:

1200 | 0,72t
y= 1105 * € _ 1200 - eﬂ,72/

Tl = 1199 f 07

Vi skal ha y = 600 (halve bygda). Det gir:

L 72
% =600 & " =0,5-(1199 + &"™)
Dette gir:
n1199
=119 & 1= o = 9,85

Det tar nesten 10 dager far halve bygda kjenner ryktet.

NB! Her fins det flere alternative lgsningsveier. Vi kan lgse pa klassisk méte, og
s lese likningen grafisk med Geogebra. Men vi kan ogsé bruke "LesODE" i CAS
og deretter lgse likningen direkte i CAS ut fra det uttrykket vi har funnet der.



