MATEMATIKK

)

HELLERUD VGS




Noen formler det er lurt & kunne...
Standardform a=+k-10" 1 <k < 10 0gn er et helt tall
Statistikk Gjennomsnitt og median
Lineaere funksjoner y=ax+5b

Eksponentielle

. y=a-b*
funksjoner

] y = ax? + bx + c (andregradsfunksjon)
Polynom funksjoner
y = ax3 + bx? + cx + d (tredjegradsfunksjon)

Potensfunksjoner y=a-x’

p
1+ m
Vekstfaktor
1P
100
Clp-aq:ap+q (a°b)p:ap.bp
ap aO = 1
— = ap_q
a4
Potenser
a_p —
(ap)q = qP1q aP



Forord

Velkommen til Hellerud videre gaende skole, og gratulerer med valg av skole!

Leering bestar av to parter; en som gnsker a leere bort og en som gnsker a lere. Her pa
Hellerud vil du mgte topp motiverte leerere som gnsker & hjelpe deg gjennom dette skolearet
slik at du kan fa best mulig utbytte av undervisningen.

Imidlertid kan ingen av oss trylle. Skal vi kunne hjelpe deg til & oppna best mulig resultat er
det fire krav du ma oppfylle. Du ma:

- Magte til undervisning
- Magte presist

- Mate interessert

- Magte forberedt

@nsker du a beholde karakteren din fra 1P-Y ma du vare forberedt pa a jobbe hardt og serigst
med faget, men om du oppfyller dine krav er vi helt sikre pa at vi ssmmen greier a na malet
ditt.

Denne boka dekker lereplanen i Matematikk 2P-Y. Stoffet og oppgavene er valgt ut med
tanke pa den type oppgaver som har vist seg a vare ganske vanlige til eksamen i 2P-Y.

Til slutt i de fleste kapitlene er det eksamensoppgaver som kan lgses hvis du behersker stoffet
i dette og tidligere kapitler. Det er fasit pa oppgavene helt til slutt i kapitlet.

Noe av teoristoffet og noen av oppgavene er merket med en “tenke-smiley” \;:/

Dette stoffet vil kanskje mange synes er spesielt vanskelig. Hvis du vil ha karakter 3 eller
bedre, ma du ogsa kunne lgse en del oppgaver av en slik vanskegrad.

Forord til 4. utgave:

| denne versjonen av boka har vi lagt inn en del innfyllingsoppgaver. Dette er fordi vi gnsker
at boka skal vaere et nyttig arbeidsverktay for deg, og et oppslagsverk som du kjenner godt.
Ta godt vare pa boka, du kommer til & fa bruk for den.

Matematikkseksjonen ved Hellerud videregaende skole
Juni 2017

Omslaget er laget av Kamil Piotr Czarnecki og Emrik Sgderstrem Sager, elever ved 1STMK
Hellerud vgs skolearet 2016/17
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Tradmodellen - Hva vil det si a vaere god i

matematikk?

1. Forstaelse: Forsta matematiske Forstaelse
begreper, representasjoner, operasjoner s ; T,
og relasjoner Resome”ng\ Beregning

\w 5 3

2. Beregning: Utfgre prosedyrer som
involverer tall, stgrrelser og figurer,
effektivt, ngyaktig og fleksibelt

3. Anvendelse: Formulere problemer
matematisk og utvikle strategier for a
lgse problemer ved a bruke passende
begreper og prosedyrer

Figur 1: A veere god i
matematikk bestar av

4. Resonnering: Forklare og begrunne en Igsning  fem sammenflettede
. - . - trader (oversatt utgave,
til et problem, eller utvide fra noe kjent til noe nentet fra Kilpatrick,
som ikke er kjent Swafford, & Findell,
2001, s. 117)

5. Engasjement: Vare motivert for a leere
matematikk, se pa matematikk som nyttig og verdifullt, og tro at
innsats bidrar til gkt leering i matematikk

(Kilde: http://www.matematikksenteret.no/content/4526/Hva-betyr-det-a-vare-god-i-matematikk)
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Kapittel 1. Tallregning
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Regning med tall er grunnlaget for mer avansert matematikk.
| dette kapitlet repeteres falgende fra grunnskolen:

e Brgkregning

e Desimaltall

e Regning med positive og negative tall
e Potenser

e Kvadratrot

e Regning med positive og negative tall
e Praktiske eksempler pa divisjon

Starre prever inneholder oppgaver hvor du ikke kan bruke kalkulator. Da er det viktig at du
kan regne med enkle tall i hodet eller pa papir.
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1. Brok

1.1 Hvaer brgk?

En stor kake er delt i 36 like store biter. De hvite firkantene viser de bitene som er spist opp:

Hver bit kalles en 36-del av kaken. Du kan telle pa tegningen at 12 av 36 slike biter er spist.

Hvor stor del av kaken som er spist skriver vi som brgken %

Senere er det spist 8 kakestykker til (de rade pa den gverste figuren), til sammen 20 av 36
12 8 20

kakestykker. Dette kan vi skrive som regnestykket — + —=—.
36 36 36

Oppgave 1

En kake er delt i like store biter slik figuren viser. De hvite feltene markerer de bitene som er
spist.

a) Hvor stor del av kaken er spist?

b) Hvor stor del av kaken er igjen?

Skriv begge svarene som bragker.
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1.2 Forkorting av brgk

Mange brgker kan forkortes. Det gjar vi ved a dividere (dele) teller og nevner med samme
tall.
Her er brgken fra kakeeksemplet pa forrige side.

Eksempel 1

20:2 10
36:2 18
10:2_5
18:2 9

Na er det ikke mulig & dele videre sa bragken er forkortet sa langt det gar an. Vi har spist g av

kaken.

Oppgave 2

Forkort brgkene i 0g E.
8 25

1.3 Utviding av brek

Det motsatte av forkorting kalles utviding. Da multipliserer (ganger) vi teller og nevner med
samme tall.

Eksempel 2

&
N

9
10

gl w
3
N

Oppgave 3
Utvid brgken % med 3.
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Hvis vi skal sammenligne brgker, ma vi sgrge for at alle nevnerne er like:

Eksempel 3
Ordne brgkene % g og % i stigende rekkefalge. Det betyr at den minste skal sta ferst.

Minste felles nevner blir her 3-4-5=60. Vi utvider brgkene slik at nevneren i alle blir 60:

2 2.45 40

3 3-4-5 60

4 4.3.4 48

5 5.3-4 60

3 335 45

4 4-3-5 60
. 2 34
Brakene i stigende rekkefglge er vt

Oppgave 4 (=%
A 4

Skriv disse brakene i stigende rekkefglge ved a utvide dem til felles nevner:

N |-
gl w
~N | w

1.4 Addisjon av breker

For & kunne legge sammen brgker, mé brekene besta av like store “biter”. De m4 altsé ha
samme nevner. Du sa et eksempel pa det i avsnitt 1.1 da vi la sammen kakestykker. Hvis
nevnerne er like, legger vi sammen tellerne.

Eksempel 4
2 5 2+5 7
_+_:—:—
9 9 9 9

Hvis nevnerne ikke er like, ma vi utvide den ene eller begge brakene slik at de far samme
nevner (felles nevner).

Eksempel 5
1 3 1.2 3 2 3 5
2 4 2 4 4 4 4

Kapittel 1. Tallregning Side 9




Oppgave 5

3 4
a) Legg sammen §+_

1 1
b) Legg sammen =+=
) Legg 572

c) Legg sammen E+§
3 4

1.5 Brgkdel av et tall

Eksempel 6

Bradet til hgyre er delt i 20 skiver.

% av skivene har mugnet.

Hvor mange skiver har mugnet?

Vi regner slik:
00.2_20:2_40_
5 5 5

Vi kan sjekke svaret ved a finne ut om 8 av 20
skiver virkelig er 2/5 av skivene:

i 8:4
0 20:4

N

Det stemmer.

Oppgave 6

En klasse har 28 elever. % av elevene fikk bedre enn 3 pa en matematikkprgve. Hvor mange

elever fikk bedre enn 3?
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1.6 Multiplikasjon av brgk

Du kan forsta framgangsmaten ved a se pa de to eksemplene under.

Eksempel 7
2 o2 B
7 7
32.32_6_62_3
4 7 -7 28 28:2 14
Oppgave 7
Regn ut 4.2’ g§1 §E
3 57 53

2. Desimaltall
2.1 Hva er et desimaltall?

Desimaltall er tall som inneholder komma. Vi repeterer fgrst hva et heltall med flere siffer
egentlig betyr.

Tallet 463 betyr 4-100+6-10+3-1, altsa summen av 4 hundreder, 6 tiere og 3 enere.

Pa liknende mate betyr 0,26 summen av 2 tideler og 6 hundredeler. Altsa 0,26 = %+i

100

Vi kan gjare om tidelene til hundredeler slik at 0,26 = =+ - 29 , 6 _ 26

==
10 100 100 100 100

Eksempel 8

Tallet 6805, 304 betyr egentlig 6~1000+8-100+O~10+5~1+i+i+i.
10 100 1000

Oppgave 8

a) Hva betyr egentlig tallet 7068,057?

b) Skriv 3+i+i+L som desimaltall.
10 100 1000
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Hundredeler kalles ogsa prosent. Prosenttegnet (%) betyr altsa hundredeler. Da kan vi skrive
samme tallet pa tre mater, slik:

0,26=£=26%.
100

Oppgave 9
Skriv tallene 0,75, 0, 60 og 0,05 pa to andre mater.

Veer klar over at 0,6 og 0,60 er samme tallet!

2.2 Store tall

navn::

1 million: 1000 000 (6 nuller)
1 milliard: 1000 000 000 (9 nuller)

Amerikanerne kaller milliard for “billion”. P4 norsk er 1 billion et ett-tall med 12 nuller bak.

3. Brokerwcs;

Det er ikke bare tideler, hundredeler, tusendeler osv. som kan skrives som desimaltall. Alle
braker kan skrives pa denne maten. Noen brgker er ganske enkle a skrive om hvis vi kan litt
hoderegning.

Eksempel 9
115 5 .o
2 25 10
1125 25 oo
4 4.25 100
Oppgave 10

Gjar om disse brgkene til desimaltall:

nlw
gl
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Du bgr leere deg disse sammenhengene:

=0,1=10%

ol

=0,2=20%

=0,25=25%

~0,333=233,3%

=0,5=50%

~ 0,667 = 66,7 %

=0,75=75%

DNlw WD NFP Wk NP o

Tegnet ~betyr “omtrent lik” eller “tilnermet lik”.

4. Addisjonsi

A addere to tall betyr & legge dem sammen. Vi sier sa at vi finner summen av tallene. Vi
forutsetter at du er sikker pa a legge sammen ensifrede tall, slik at du for eksempel med en
gang kan si at 7 + 8 = 15. Hvis du ikke er god pa dette, ber du trene, ellers vil det vaere noen
del 1-oppgaver (dvs. uten kalkulator) som du ikke vil fa helt til. Det finnes mange apper til
mobilen som lar deg trene pa hoderegning.

Hvis du skal legge sammen tosifrede tall i hodet, adderer du farst tierne, sa enerne, og til slutt
finner du summen av tierne og enerne.

Eksempel 10
Hvor mye er 34 + 25? Ikke bruk kalkulator.

30+20=50,4+5=9. Altsd er 34 + 25 = 59.

Oppgave 11
Hvor mye er 45 + 32? 18 + 61? 34 + 58? 120 + 240? 1450 + 3207 Sjekk hoderegningen din
med kalkulator hvis du er usikker pa om du har regnet riktig.
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5. Subtraksjon av hele tall

A subtrahere to tall betyr & trekke det andre tallet fra det farste. Vi finner da differensen
mellom tallene. Dette blir det samme som omvendt addisjon. For eksempel er 13 — 8 = 5 fordi
5+ 8 = 13. Subtraksjon av sma eller “greie” tall bgr du ogsa kunne greie uten kalkulator.

Oppgave 12
Regn ut uten kalkulator. 9 -5, 16 — 7,23 -8, 45— 15,45 -17, 100 — 4, 100 — 16, 1200 —
350.

6. Multiplikasjon av hele tall

Multiplikasjon kaller vi ogsa ganging. Tallene som multipliseres med |produkt
hverandre, kalles faktorer i regnestykket. Resultatet av en 3 .12 = 36

multiplikasjon kalles et produkt. T_
T_faktor

Multiplikasjon av hele tall er det samme som gjentatte addisjoner. 4-3betyr 4 + 4 + 4, som
blir 12. 3-4betyr 3 + 3 + 3 +3, som ogsa blir 12. Nar vi multipliserer to tall, spiller det altsa
ingen rolle hvilket tall vi skriver farst.

Nedenfor ser du “den lille multiplikasjonstabellen”. Den gir svaret pa alle multiplikasjoner fra
1-1 opp til 10-10. Denne bgr du absolutt kunne! Fordi 7-4 = 4.7 osv. trenger du egentlig ikke
a kunne hele tabellen.

4 56|78 910
4 1576 7]8 ]9 10
8 11012 14 | 16 | 18 20
12 | 15| 18 | 21 | 24 | 27 30
12 116 | 20 | 24 28 | 32 | 36 40
151 20| 25|30 35|40 | 45 50
12 1 18 | 24 30 36 42 | 48 54 | 60
14 1 21 1 28 35 42 49 |56 63| 70
16 1 24 1 32 40 48 56 |64 72 80
18 1 27 36 45 54 63 |72 81 90
30 40 50 60| 70 | 80 | 90 | 100

O wiw

V(N U W(N|F
Ol N OB win(F|(P
=
)

=
o
S
o
N
o

Den lille multiplikasjonstabellen
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Ofte har du bruk for a multiplisere med 10, 100 eller 1000 uten kalkulator. Her er eksempler
som viser hvordan du gjar det.

18-10=180
24,6-10 =246
32-100 = 3200
6,7-100=670
57-1000 = 57000
74,5-1000 = 74500

Oppgave 13
Multipliser uten kalkulator. Er du usikker pa svaret, kan du sjekke forslaget ditt med
kalkulator.

36-10, 8,4-10, 60-100, 63,4-100, 25-1000, 84,6-1000

Hvis du kan multiplikasjonstabellen, bgr du ogsa kunne utfare multiplikasjoner som ligner pa
disse:

30-4=120
50-30=1500
70-80 = 5600
600-3=1800
400-50 = 20000
200-800 =160000

Oppgave 14
Multipliser uten kalkulator. Er du usikker pa svaret, kan du sjekke forslaget ditt med
kalkulator.

20-7
60-60
90-80
300-8
500-60
300-700
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Her er et eksempel pa hvordan du kan utfare mer kompliserte multiplikasjoner uten

kalkulator.

Viskal ta 45 - 6. Vi ma huske at 45 = 40 +5. Da kan vi gange pa fglgende mate:

40

5

SUM

6 240

30

240 + 30 =270

Viskalta15-23.15=10+509 23 =20+ 3

10 5 SUM
20 200 100 200+100=300
3 30 15 30+15=45

Totalt far vi da 300 + 45 = 345

Oppgave 15

Multipliser uten kalkulator. Er du usikker pa svaret, kan du sjekke forslaget ditt med

kalkulator.

12-2, 5-31, 6-43, 8-55, 12-12, 15-38

7. Divisjon av hele tall

Divisjon, ogsa kalt deling, er den motsatte operasjonen av multiplikasjon. For & kunne
dividere sma hele tall i hodet, mé vi kunne multiplikasjonstabellen.

Divisjon skriver vi for eksempel slik, 27 : 9, og vi leser det som “27 delt med 9” eller “27

dividert med 9”.

Hvis det er hele tall som skal divideres, kan vi ogsa skrive divisjonsstykket som en brgk: %7 :

Eksempel 11

63:7=9fordi 9-7=63

1200 : 10 = 120 fordi 120-10=1200

Oppgave 16

Utfar disse divisjonene uten kalkulator:

12:2, 18:3, 25:5, 36:9, 49:7, 56:8, 63:9, 72:9, 81:9

Side 16
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| praksis er en brgk et divisjonsstykke hvor vi ikke utfarer divisjonen. Det betyr at g 0g3:5

er samme tallet (0,6). Broker med litt “stygge” tall kan vi regne om til desimaltall ved &
dividere teller med nevner pa kalkulatoren.

Eksempel 12

g:9 :17=0,529
17

Ofte har du bruk for a dividere med 10, 100 eller 1000 uten kalkulator. Her er noen eksempler
som viser hvordan det gjares.

60:10=6
60:100=0,6
60:1000 =0,06
76:10=7,6
76:100=0,76
120:100=1,20
104,5:100 =1,045
6500:10 =650
75000:1000 =75
4:10=0,4
6,5:100 =0, 065

Oppgave 17
Utfar divisjonene uten kalkulator. Er du usikker kan du sjekke svarene dine pa kalkulator.

30:10, 30:100, 46:10, 46:100, 115:10, 115:100, 250:1000, 7:10, 7:100, 12,5:10, 8,5:100
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"7Her er tre eksempler som viser hvordan du kan utfgre mer kompliserte divisjoner uten
kalkulator.

125:5=25
=10
25
25
0
456 : 5= 91 1. Herkanjeg ikke trekke ned
flere tall.
45 2. Da setterjeg et komma,

06 3. oglegger til ennull
5— /
10

235:5:47

20
35 Det nestejeg kommertil er et
35 komma. Da sknver jeg deti

svaret og fortsetter som vanhg

8. Praktisk tolkning av divisjon

Med ordet starrelse mener vi i matematikk noe som kan telles eller méles. De fleste starrelser
har en malenhet. Enkle eksempler pa starrelser er antall elever i en klasse, vekten av en pose
epler, lengden av en kjgretur og temperaturen i en kaffekopp.

Sveert ofte dividerer vi to starrelser med hverandre. Da far vi en ny starrelse, og det er viktig a
forsta den praktiske tolkningen av denne starrelsen. | regningen tar vi med malenheter bade i
regnestykket og svaret. Ofte skriver vi regnestykket som en brgk fordi det ser mer oversiktlig
ut enn & bruke divisjonstegn.

Eksempel 13
En pose med 1,5 kg epler koster 34,50 kr. Hva er prisen for en kg epler (“kiloprisen”)?

Kiloprisen blir Tl

= 23,00 kr/kg . Legg merke til at vi ofte skriver kr/kg istedenfor g
g
Vi leser det “kroner per kilogram”.

Eksempel 14
En pose med 1,5 kg epler koster 34,50 kr. Divider antall kg med prisen og tolk svaret.

1,5 kg

—= = _0,043 kg/kr. Dette viser at du far kjgpt 0,043 kg epler for en krone.
34,50 kr
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Eksempel 15
Du har malt et rom hvor veggene har et samlet areal pa 40 m?. Det gikk med 5 liter (L)

maling. Divider malingsforbruket med arealet og tolk svaret.

43 L ~=0,125 L/m?*. Dette viser at det gikk med 0,125 L maling for & male en kvadratmeter.
m

Eksempel 16
Du har malt et rom hvor veggene har et samlet areal pa 40 m?. Det gikk med 5 liter (L)

maling. Divider arealet med malingsforbruket og tolk svaret.

2
4(5) T =8 m? /L. Dette viser at med en liter maling kunne du ha malt 8 m? vegg.
Oppgave 18

En sekk med 25 L plantejord veier 18 kg. Regn ut hvor mye 1 L jord veier. Husk a ta med
malenhetene i regnestykket.

Oppgave 19
En sekk med 25 L plantejord veier 18 kg. Divider volumet med vekten og tolk svaret.

Oppgave 20
Du har kjgpt 7,4 hg (hektogram = 100 g) smagodt for 51,06 kr. Regn ut hektoprisen for
smagodit.

Oppgave 21
Du har kjgpt 7,4 hg smagodt for 51,06 kr. Divider mengden smagodt med prisen og tolk
svaret.

Oppgave 22
Temperaturen i en kopp med kaffe synker fra 90 grader til 70 grader pa 10 min. Regn ut hvor
mye temperaturen synker pa ett minutt.

Oppgave 23
Temperaturen i en kopp med kaffe synker fra 90 grader til 70 grader pa 10 min. Divider tiden
med temperaturforandringen og tolk svaret.
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9. Negative tall

Nar vi adderer (+) tall eller subtraherer (-) tall, beveger vi oss opp og ned pa tallinja.
Vi beveger oss oppover pa tallinja ved addisjon (+) og nedover ved subtraksjon (-).

Ofte kan det veere lurt & tenke pa tallinja som gradestokken i et termometer. i 19[]
- 8
Eksempel 17 -
L
(-3)+6=3 - 3
- 4
- 3
Vi starter pa -3 pa tallinja og beveger oss 6 plasser oppover, fordi det er addisjon. [ 5
Legg merke til at vi ofte skriver parenteser rundt negative tall som star farst i et - 1
regnestykke. - Ul
L -2
- -3
Eksempel 18 - f
L -6
4-6=-2 - 7
Vi starter pa 4 pa tallinja og beveger oss 6 nedover, fordi det er subtraksjon i 3
Noen kalkulatorer skiller mellom fortegnsminus (her skrevet som -) og “trekke-fra minus>10

(her skrevet som —). Da ma du passe pa & bruke riktig tegn!

Av og til skal vi trekke fra et negativ tall. Da méa vi passe ekstra godt pa! A trekke fra et
negativt tall blir nemlig det samme som & legge til et positivt tall. Dette far du bruk for i
potensregningen i 2P.

Eksempel 19
4-(-3)=4+3=7

2-(-5)=-2+5=3

Oppgave 24
a) 7-4=
b) (5)+4=
c) 6-9=
d (-4)+6=
e) (-2)-7=
f) (-5)+3=
g 6-(-2)=
h) -4-(3)=
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————————

Eksempel 20

(-4)-3=-12
-4

2=
(-4)-(-2)-(-)=8-(-1)=-8

2

Legg merke til at vi skriver parenteser rundt et negativt tall i et regnestykke for  unnga at to
regnetegn eller fortegn blir staende like etter hverandre.

Oppgave 25
2 _
9

(-9):8-(-)-2=

10. Potenser

Ofte har vi bruk for & multiplisere samme tall med seg selv to eller flere ganger. Da bruker vi
en kortere skrivemate slik eksemplene under viser.

Eksempel 21
3.3=3
XX =X
4.4.4=4°

De tre hgyresidene er eksempler pa potenser. | potensen 32 kalles 3 for

Advarsel: Du mé ikke blande sammen 32, som betyr 3-3 og er lik 9, med 3-2, som er lik 6!!
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Oppgave 26
Regn ut potensene uten kalkulator:

3, 23, 5, (-4)

Oppgave 27
Finn ut hvilken tast du ma bruke pa kalkulatoren og regn ut:

2,52, 123

11. Kvadratrot

Kvadratroten s/ .

Eksempel 22
J9 =3 fordi 32 =9

J100 =10 fordi 10> =100
J50 ~ 7,071 fordi 7,071% ~50

Oppgave 28
Regn ut uten a bruke kalkulator:

V1, 4, \h6, 25, /36, \/49, 64, \/81, /400, /10000,

Oppgave 29

Finn ut hvordan du beregner kvadratrot pa kalkulatoren og regn ut:

J30, /600, +/1000
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12. Regnerekkefglgen

| regnestykker hvor vi skal utfare flere forskjellige typer regneoperasjoner, ma vi utfgre
regneoperasjonene i en bestemt rekkefalge.

Regneoperasjonenes rekkefalge

1. Parenteser (hvis det er noen)

2. Potenser

3. Multiplikasjon () og divisjon (:)
4. Addisjon (+) og subtraksjon (-)

Eksempel 23
2+3-4=2+12=14 (nei, det blir ikke 201)

Eksempel 24
3-(4-2)+3:-3=3-2+3:3=6+9=15

Eksempel 25
2.33=2.9=18

Oppgave 30
Regn ut
3+5-4

3.2
4-(2+6)-2-3
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Blandede oppgaver

Bl
Regn ut og skriv svaret som en brgk. Forkort svaret hvis det er mulig.

a) E+§ b) 1_’_3 C) £+1 d) z_’_l e) §_l f) E+l+1

7 7 7 3 6 3 3 4 9 2 4 5 2
4 21 9 2 ~ 11

3.— h -.- ) =Z.Z -z

9 7 ) 34 ) 4 3 ) 52

B2

Skriv disse brgkene som desimaltall:
3 4 3 45 2 5

a) — b)) = ¢ = d — e = =~

) 4 ) 5 ) 10 ) 100 ) 3 D 11

B3

Regn ut uten kalkulator.

a) 7.3 b) 87 ¢) 50-6 d) 354 e) 250.8 f) 56.10 g) 0,58-10 h) 0,24-100

B4
Regn ut uten kalkulator.

a) 24:6 b) 28:2 c) 64:8 d)50:2 e) 60:10 f) 75:10 g) 115:100

h) 4:8 i) 3:5 j) 36:4 k) 3:05

B5
Regn ut uten kalkulator. Sjekk gjerne svaret pa kalkulatoren.

a) 63-5 p) 274-6 () 2543-8

B6
Regn ut uten kalkulator. Sjekk gjerne svaret pa kalkulatoren.

a) 71-23 b) 9548-63 ) 474-557

B7
Regn ut uten kalkulator. Sjekk gjerne svaret pa kalkulatoren.

a) 12,3-0,3
b) 25-0,35
¢) 1 kg druer koster 23,90 kr. Hvor mye koster 2,5 kg?
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B8
Regn ut uten kalkulator. Sjekk gjerne svaret pa kalkulatoren.

a) 855:5
b) 1536:16
) 14388:22

B9

Regn ut uten kalkulator. Sjekk gjerne svaret pa kalkulatoren. (Husk a sette komma i svaret
nar du begynner a flytte ned tall bak kommaet.)

a) 63:5
b) 79:8
c) 175:4

B10
Regn ut uten kalkulator. Sjekk gjerne svaret pa kalkulatoren. (Multipliser begge tallene med
10 eller 100 for a fa bort kommaet i tallet vi deler med.)

a) 15:25
b) 90:3,6
c) 4489:335

B11

a) En bil brukte 40 L bensin pa & kjgre 620 km (som er lik 62 mil). Hvor mye bensin brukte
bilen per mil? Husk & ta med malenheter i regnestykket og svaret.

b) Divider kjagrelengden i mil med bensinforbruket og gi en praktisk tolkning av svaret.

B12
Regn ut.

a) 5-3 b)5-5¢) 5-7 d) -4+6 €) 4+2 f)-4-3 g) 4—(-3) h) -2—(-5)

B13
Regn ut.

-8 10 -12
(34 b) (B4 o 3 - o T O =

B14
Regn ut uten kalkulator.

a) 12 b) 72 ¢ 9 d) 100° e) (-4) f) -42
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B15
(Eksamen hgsten 2010, Del 2)

Byens beste bilpakke - Pakkepris: 16 900 kroner

Pakken bestar av:

e 13 Kkjgretimer
sikkerhetskurs pa bane
sikkerhetskurs pa vei
2 veiledningstimer

[ ]
L ]
[ ]
e leie av bil pa 1 fererprove

Kjgretimer utover pakken koster 550 kroner per time.

Pa nettsidene til en trafikkskole fant Anne og Jon tilbudet ovenfor. Begge benyttet seg av

tilbudet.

a) Anne hadde til sammen 21 kjgretimer. Hvor mye betalte hun for kjgreoppleeringen?

b) W Jon betalte 29 000 kroner for kjgreopplaeringen. Hvor mange kjgretimer hadde han?

B16
Regn ut med kalkulator.

a) 152 b) 252 c) (-6,5)

B17
Regn ut uten kalkulator.

) V1 b) Vi6 ) 800 d) 1000000
B18

Regn ut med kalkulator.

a) V10 b) V000 ) 4456

B19

Regn ut uten a bruke kalkulator.

a) 4+3.2 b) 2% o 2.05-3.29)+6

@y e Do ()
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Fasit

Fasit gvingsoppgaver

Oppgave 1 Oppgave 16
5 3 6 6 5477789
8 8
3) b) Oppgave 17
Oppgave 20ppgave 3 03 46 046 115 1,15 0250 0,7
3 3 0,07 1,25 0,085
49 Oppgave 18
Oppgave 3 0,72 kg/L
9 (: §j Oppgave 19
12 4
1,39 L/kg. Volumet til en liter jord.
Oppgave 4
Oppgave 20
3.3 1.3 3_4
4700 2 70" 5 70 6,90 kr/kg
Oppgave 5 Oppgave 21
7 3 29 0,145 hg/kr. Hvor mange hg smagodt du

a) g b) Z 0) E far for 1 kr.

Oppgave 6 Oppgave 22

8 2 grader/min

Oppgave 7 Oppgave 23

0,5 min/grad. Tiden det tar for

8 6 30_, \ ored. Tiden det ar

3' 35 15 emperaturen a synke 1 grad.

Oppgave 8 Oppgave 24

a) a)3 b)-1¢c)-3d)2¢e) -9f) -2 g

8 h) -1
7-1000+O-100+6-10+8+£+i+i

10 100 1000 Oppgave 25

3,531 -3 21 3 -32 -48 48

Oppgave 9 Oppgave 26

0,75=E=75%, 0,60=ﬂ=60%, 0,05=i=5%
100 100 100

9 8 25 16
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Oppgave 10 Oppgave 27
1 6,25 1728

Oppgave 28

Oppgave 11
PPg 12456 7 89 20 100

77 99 92 360 1770
Oppgave 29

Oppgave 12
PPg 5,48 24,49 31,62

2 9 15 30 28 96 84 850
Oppgave 30

Oppgave 13 23 12 26
360 84 6000 6340 25000 84600

Oppgave 14

140 360 720 2400 3000 210000

Oppgave 15

24 155 258 440 144 570
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Fasit blandede oppgaver
Bl

5

1
a) .

17 11

12 3 1

= 9= h: i j-

B2
a) 0,75 b) 0,8 c) 0,3 d) 0,45 €) 0,666...~0,67 f) 0,4545...~0,45
B3

a) 21 b) 56 c) 300 d) 140 e) 2000

f)560 g)58 h)24

B4

a)4 b)14 c)8 d)25 e)6 f)7,5

g) 11,5 h)0,5 i) 0,6 j)0,9 k)6

B5

a) 315 b) 1644 c) 20344

B6

a) 1633 b) 34524 c) 264018

BY

a) 3,69 b) 0,875 c) 59,75

B8

a) 171 b) 96 c) 654

B9

a) 12,6 b) 9,875 c) 43,75
B10

a) 6 b) 25 c) 134
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B11l

a) 0,645 L/mil b) 1,55 mil/L. Hvor langt bilen kan kjgre pa 1 L bensin.

B12
a) 2 b)0 c)-2 d)2 e)-2
f)-7 g7 h) 3

B13

a)-12 b)12 ¢)-12 d)-4 e)-2

f)3

B14

a)l b)49 c)81 d)10000
e) 16 f) -16

B15

a) 21300 kr b) 22 timer
B16

a) 2,25 b) 6,25 c) 42,25
B17

a) 1 b) 4 c) 300 d) 1000
e) 56 f) 8

B18

a) 3,16 b) 316 c) 6,75
B19

a) 10 b) 18 c¢) 12
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Kapittel 2. Algebra

Algebra kalles populart for “bokstavregning”.

Det er ikke mye algebra i Matematikk 2P-Y. Det viktigste er & kunne lgse enkle likninger og
regne med formler.
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1. Forenkling av bokstavuttrykk

2-(3+4)er et talluttrykk. Vi kan regne ut verdien til uttrykket slik: 2-(3+4)=2-7=14.
Men vi kan ogsa regne det ut pa en annen mate: 2-(3+4)=2-3+2-4=6+8=14. Den siste
metoden kaller vi gjerne «a gange ut parentesen» .

Hvis vi bruker andre tall og regner ut lignende uttrykk pa disse to matene, ser vi at vi alltid far
samme svar pa begge matene. Vi har oppdaget en regneregel. Det er tungvint a uttrykke
denne regelen pa vanlig norsk. Hvis vi bruker matematikkens bokstavsprak isteden, kan vi
skrive regelen slik:

a-(b+c)=a-b+a-c

Her kan a, b og c bety hvilke som helst tall. Vi kaller dem for variabler. Hayre- og
venstresiden kalles bokstavuttrykk. Hvis a = 2, b = 3 og ¢ = 4 far vi samme regnestykket som i
eksemplet ovenfor.

2a er et eksempel pa et svaert enkelt bokstavuttrykk. Variabelen a kan ogsa her bety et hvilket
som helst tall. Vi sier ofte at a er et symbol for et tall. Uttrykket 2a betyr altsa 2 multiplisert
med et tall. Gar det an & gjere bokstavuttrykket 2a + 3a enklere? Da ma vi farst veere klar
over at i et bestemt uttrykk s& ma samme bokstav ha samme verdi i hele uttrykket. Vi regner ut
uttrykket for to ulike verdier av a for a se om vi kan oppdage noe system:

a=2: 2a+3a=2-2+3-2=4+6=10
a=6: 2a+3a=2-6+3-6=12+18=30

Da 10=5-2 og 30=5-6, tyder dette pa at vi kan forenkle bokstavuttrykket slik:
2a+3a=>5a

Oppgave 1
Gjer disse uttrykkene enklere.
a)3a+6a Db)2x+5x c)y+3y d)7b—2b €)2y+5y—3y

Hva med 2a+3b? Fordi a og b ikke behgver a ha samme verdi, gar det ikke an a forenkle
dette uttrykket. Ikke prav a vere kreativ her!

Oppgave 2
Gjer disse uttrykkene enklere hvis det er mulig.
a) 3x+4y b) 2a+3b+4a ) 3x+4y+x-2y

3(x +2y) er et uttrykk som kan skrives om ved a bruke regelen a-(b+c)=a-b+a-c. Her
ma vi bytte ut a med 3, b med x og ¢ med 2y. Vi regner slik:

3(Xx+2y)=3-x+3-2y =3x+6Yy

Kapittel 2. Algebra Side 32



Oppgave 3
Skriv om uttrykkene ved a bruke regelen a-(b+c)=a-b+a-c.

a)2(5+3) b)2(a+3) c)2(b+c) d)3Q2a+4b) ) xB+4y) fxQ2x—4)

& Her er tre uttrykk hvor vi mé bruke flere regler for & forenkle:

2X+3(X+1)+4=2x+3x+3+4=5x+7
3a+4(b-2)-b+2a+3=3a+4b-8-b+2a+3=3a+2a+4b—-b-8+3=5a+3b-5

X2+ XY +3X(X+2Y) = X2 + XY +3X- X+3%X- 2y = X* + Xy + 3X* + 6xy = 4X° + TXy
Oppgave 4

/Gjor disse uttrykkene enklere:
3)2-342(3+4) b)2b+2(b+4) 5b-1)+8 d)ya+4) +4a

Hvis det star minus foran en parentes betyr det at tallet a i regelen a-(b+c)=a-b+a-c er
negativt, og vi ma da bytte fortegn nar vi ganger ut parentesen:

4X—2(x—4)=4x—-2Xx+8=2x+8
4dJa-(3a-1)=4a—-3a+l=a+1

Oppgave 5

QGjﬂr disse uttrykkene enklere:
a) 6y—-3(y—2) b) 6x—(2x-3) ) x*=3x(x+y)—-y(@d-3x)

2. Lgse likninger

Et likhetstegn betyr ikke alltid helt det samme. 2x + 3x = 5x er riktig for alle verdier av x. Men
2x +3x =10 er bare riktig hvis x er lik 2. A finne den verdien av x som gjor at likhetstegnet
er riktig, kaller vi a lgse likningen.

Eksempel 1
Noen likninger kan vi lgse med enkel hoderegning.

3x = 6 har lgsningen x = 2 fordi 3-2=6. Legg merke til at x=g=2.

Oppgave 6
Las likningene.
a) 2x=8 b) 6x=18 ) —3x=12 d) -3x=-12 €) 4s=36
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Eksempel 2

| «praktiske» likninger er det ofte sa «stygge» tall at vi ma bruke kalkulator. Samme type
likning som i eksempel 1 lgses da slik:

6,28x =20

x=£=3,18
6,28

Oppgave 7
Las likningene.
a) 0,25x=10 b) 4a=22 c¢) Finnrnar: 2rr = 30 (rer omtrent lik 3,14)

Eksempel 3

x + 4 =10 er et eksempel pa en annen type enkel likning. Du ser nok fort at lgsningen er x = 6
fordi 6 + 4 = 10. Huvis vi ikke ser lgsningen med en gang, kan vi trekke fra 4 pa begge sider av
likningen. Lasningsmetoden blir da slik:

x+4=10
X+4-4=10-4
X=6

Eksempel 4
Her er en liknende likning hvor vi legger til samme tall pa begge sider av likhetstegnet:

X—8=12
X—8+8=12+8
x=20

Oppgave 8
Las likningene.
aQx+5=12 b)x -3 =4 c)x+8—-3=18 d)8=x+5
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Eksempel 5
2x—3=5 er en kombinasjon av de to likningstypene ovenfor. Vi lgser den slik:

2Xx—-3=5
2X—-3+3=5+3
2X=8

X =

&~ N oo

X =

Da 2-4—-3=8-3=5ser vi at vi har regnet riktig.

Oppgave 9
Les likningene pa samme mate som i eksempel 5.
Q) 3x—4=11 b) -2x+6=12

Du kan ogsa fa likninger med en brgk:

Eksempel 6
Mange vil se med en gang at likningen %: 2 har lgsningen x = 6. Hvis du ikke ser det, kan

du lgse den slik:

X_o
3
X3-2.3
3
X_5
3
X=6
Oppgave 10
Las likningene slik som i eksempel 6.
a) 223 b) Doz o X _126 d) X —210
4 6 100 1,14

Til slutt tar vi et eksempel hvor vi ma bruke alle Igsningsmetodene ovenfor.
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(o A

' Eksempel 7

3x—1+2=x+8
4
X
3X_1+Z+1:X+8+1
3x+§:x+9
4
3x+§—x:x+9—x
4
2%+ 2 =9
4

ox-4+2.4-9.4
4

8x+x =236
9x =36
36
)
x=4

X

Hvis du ikke gar i surr, kan du gjerne ta flere skritt pa hver linje slik at ikke lgsningen blir sa
lang. Du kan ogsa bytte om pa rekkefglgen av regneoperasjonene.

Oppgave 11
" Lgs likningene.

) x+2X-10 b) Xi3-21-x
3 5

Potenslikninger

2 0g x3 er eksempler pa potenser. .

Eksempel 8
Likningen under er en potenslikning. Den har to lgsninger:

x? =16
x=\/l_6:4 eller x=-+16=-4
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Eksempel 9

2x% =40

xzzﬂ
2

x? =20

X =20 = 4,47 eller x =20 = 4,47

Eksempel 10
Likningen x? = -4 har ingen lgsninger fordi det er umulig & fa et negativt svar nar vi

multipliserer et tall med seg selv.

Eksempel 11
x® =27

X:%/E=3

3[27 kaller vi “tredjeroten av 27 og er lik 3 fordi 33 = 27. De fleste kalkulatorer har en egen
tast for a regne ut tredjerot.

Oppgave 12

Las likningene.

a) x>’=25 b) x*=50 c) 4x*=86 d) 3,14x>=40 e) x*=-9f) x*=8
g) 567x*=100 h) x3=-27

Y-

. Det kan hende at du far en potenslikning hvor eksponenten er starre enn 3:

Eksempel 12
5
X’ =2

x=32=1149

Hvis kalkulatoren din ikke har en egen tast hvor du kan regne ut dette, kan du gjere det slik:
A beregne 5. rot viser seg & veere det samme som & opphgye i 1/5. Du kan altsé& bruke

potenstasten og regne ut

1

25 =1,149

Oppgave 13

“Lgs likningene a) x*=3 b) 500-x*° =800
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Formelregning

3.1 Starrelser
| matematikk er en stagrrelse noe som kan males og som vanligvis har en malenhet.

Eksempler pa starrelser:

e vekten av en pose med epler (malenhet kg)

e prisen for en pose med epler (malenhet kr)

e hgyden av et tre (malenhet m)

e radien til en sirkel (malenhet m)

e volumet av ei kule (mélenhet m®)

e temperaturen i en kopp med kaffe (malenhet grader)
e farten til en bil (malenhet km/h)

e energien i en matvare (malenhet joule)

3.2 Verdier

Det tallet som er knyttet til en starrelse, kaller vi verdien til starrelsen. For eksempel kan
vekten av en eplepose ha verdien 1,45 kg, og temperaturen i kaffen ha verdien 65 grader.

3.3 Formler

Det gar an a regne ut verdien til mange starrelser ved hjelp av en regneoppskrift. En slik
oppskrift kaller vi en formel.

Pa venstre siden av formelen star navnet pa den starrelsen vi vil regne ut, og pa hagyre siden
star en eller flere andre starrelser, ofte sammen med faste tall.

Vi bruker nesten alltid bokstavsymboler pa starrelsene slik at formelen blir kort og
oversiktlig.

Eksempler pa formler:

Prisen P for en pose epler som veier v kilo nar kiloprisen er 24 kr: P =24v
Arealet A av et rektangel med lengde | og bredde b: A=1-b
Omkretsen o av en sirkel med radius r: 0=2xr
Kroppsmasseindeksen K til en person med hgyde h (i meter) K= %

og masse m (i kilogram):
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3.4 Innsetting av tall i formler

Eksempel 13
Hva er arealet av et rektangel med lengde 4 cm og hgyde 3 cm? Vi setter inn i formelen og

regner ut verdien til arealet:

A=Ilb=4cm-3cm=12 cm?

Eksempel 14
Hva er omkretsen av en sirkel med radius 0,7 m? Vi setter inn i formelen og regner ut:

0=2nr=2-3,14-0,7 m=4,20 m

De fleste kalkulatorer har en egen tast for tallet pi (). Bruk gjerne den. Det er raskere og mer
ngyaktig enn a skrive 3,14.

Eksempel 15
Hva er volumet av ei kule med radius 10 cm? Vi setter inn i formelen:
8 3
V- 4rr” _4-7-(10 cm) _ 2190 em?®
3
Oppgave 14

Regn ut: a) omkretsen av en sirkel med radius 5,4 cm b) volumet av ei kule med radius
6 cm c) din egen kroppsmasseindeks
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3.5 Omforming av formler

Eksempel 16
Et rektangel har lengde 6 cm og areal 24 cm?. Hvor stor er da bredden?

Vi kan regne pa to ganske like mater. Velg selv den du liker best.

Metode 1

Vi setter inn de oppgitte tallene i formelen for arealet og far da en likning med b som ukjent.

A=lb
24=6-b
24

bh=2"
6

b=4cm
(I likninger pleier vi a slgyfe malenheter underveis.)

Metode 2
Her finner vi en formel for b og setter inn tallene i den.
A=I-b
A
T
b=

=b
A

|
_24cm®

b= =4 cm
6 cm

Oppgave 15
a) Omkretsen av en sirkel er 25 cm. Hvor stor er radien?

b) Volumet av en sylinder er gitt ved formelen V =G -h. Hva er hgyden h i en sylinder med

grunnflate G = 50,27 cm? og volum V = 351,9 cm?3?
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Blandede oppgaver

Bl
(Eksamen 1P var 2014, Del 1)
Las likningen w =9.
B2

(Eksamen 1P hgst 2010, Del 1)

For at en trapp skal veere behagelig a ga i, bar ett

inntrinn pluss to opptrinn veere omtrent 630 mm. inntrinn

—

Hvor hgyt bar opptrinnet i en trapp veere dersom opptrinn {

inntrinnet skal veere 340 mm?

(Tips: Kan lgses med likning. Kall opptrinnet for x og
sett opp en likning.)

B3
Hvor stor ma radien i en sirkel vere for at arealet skal vaere 100 cm?2?

B4
(Eksamen 1P var 2012, Del 1)

En pose Maarud Proviant inneholder 150 g potetskiver.

Energiinnholdet i potetskivene er gitt pa forsiden av posen
som vist pa bildet til hagyre.

a) Torbjgrn spiser hele posen. Hvor mange kcal far han i
seg?

Formelen

E=(P+K)-4+F-9

viser energiinnholdet E kcal i mat som inneholder P gram proteiner, K gram karbohydrater og
F gram fett.
Det er ca. 2 g proteiner og ca. 8 g fett i 30 g potetskiver.

(@7

b) " Bruk formelen ovenfor til & finne ut omtrent hvor mange gram karbohydrater det er i
30 g potetskiver.
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B5

(Eksamen 1P hgst 2011, Del 2, litt endret) </

Nar babylonerne skulle finne kvadratroten av et tall T, fant de det kvadrattallet K som la
nermest T, og brukte formelen:

mg[m%)

Eksempel

Vi skal finne+ 31 .
36 er det kvadrattallet som er naermest 31, og formelen gir 0ss:

.
~J3lz%[@+£}—l{6 EENOT . os

36) 276 )12 ==

Bruk denne formelen til & regne ut en tilneermet verdi for /74 .

B6

Den elektriske effekten P til en lyspere er den elektriske energien som omdannes til lys og
varme pa ett sekund. Den males i W (watt). Hvis vi kjenner spenningen U over pzra, malti V
(volt), og strammen | gjennom paera, malt i A (ampere) kan vi regne ut effekten med formelen

P=UI

a) Regn ut effekten til peeranar U =230V og | =0,17 A.

b) Hvor stor stram gar gjennom en 60 W pere nar spenningen er 230 VV?

B7
g Kroppsmasseindeksen er gitt ved formelen K = ﬂz . Her er m kroppsmassen malt i kg,
h

og h er hgyden malt i m. Kroppsmasseindeksen bgr helst ligge mellom 20 og 25. Regn ut
starste og minste gunstige kroppsvekt for en gutt som er 180 cm hay.
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Fasit
Fasit gvingsoppgaver

Oppgave 1

a) 9a b) 7x c¢) 4y d) 5b e)4y
Oppgave 2

a) kan ikke forenkles b) 6a + 3b
4x + 2y

Oppgave 3

a)16 b)2a+6 c) 2b+2c

d) 6a+12b e) 3x+4xy f) 2x% — 4x
Oppgave 4

a) 20 b) 4b+8 c) 5b+3 d) 10a
Oppgave 5

a) 3y+6 h) 4x+3 c) -2x* -y
Oppgave 6

a) x=4 b)x=3 ¢c) x=-4 d)x=4 e)s
=9

Oppgave 7

a) x=40 b) a=55 c) r=4,77
Oppgave 8

a) x=7 b) x=7 ¢)x=3
d)x=3

Oppgave 9

a) Xx=5 b) x=-3

Oppgave 10

a) x=12 b) n=18 c) x=126

d) x=239,4

Fasit blandede oppgaver

Bl

B2

145 mm

B3

5,64 cm

B4

a) 750 kcal b) 1759
B5

8,61

B6

a) 39W b) 3,83A
B7

Mellom 65 og 81 kg
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Oppgave 11

a) Xx=6 b) x=15
Oppgave 12

a) x=5ellerx=-5

b) x=7,07 eller x =-7,07

c) x =4,64 eller x =-4,64
d) x=3,57 eller x =-3,57

e) ingenlgsning f) x=2 g) x= 2,60
h) x= -3

Oppgave 13

a) 1,316 b) 1,048
Oppgave 14

a) 33,9cm b) 905 cm?®
Oppgave 15

a) 3,98cm b) 7,0cm
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Kapittel 3. Funksjoner

Funksjon er et av de viktigste begrepene i matematikken. Funksjoner handler om
sammenhengen mellom to starrelser. | dette kapitlet skal vi se naermere pa to typer
funksjoner, linezere og eksponentielle.

Hvordan vi skal tolke grafer

Hva som kjennetegner lineer vekst

Hva som kjennetegner eksponentiell vekst

Framstille funksjoner ved hjelp av tekst, formel, verditabell og graf.
Finne gjennomsnittlig og momentan vekstfart

Tolke svarene i praktiske situasjoner

Y Kroner i fondet

5000 Antall ar
0 | | o - R ¢
2 |02 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
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Mal for kapittel 3. Funksjoner

Kompetansemal

Mal for opplearingen er at eleven skal kunne

bruke digitale verktgy til & undersgke kombinasjoner av polynomfunksjoner,
rotfunksjoner, potensfunksjoner og eksponentialfunksjoner som beskriver praktiske
situasjoner, ved a bestemme nullpunkt, ekstremalpunkt og skjaeringspunkt og finne
gjennomsnittlig vekstfart og tilneermingsverdier for momentan vekstfart

bruke funksjoner til 8 modellere, drafte og analysere praktiske sammenhenger

Leeringsmal

Etter at du har arbeidet med dette kapittelet skal du sette kryss i de boksene som tilhgrer de
leeringsmalene du har oppnadd. Det er viktig at du er &rlig og at du ikke krysser i de boksene
som du faler at du ikke kan. Pa den maten vet du pa hvilket omrade du ma forbedre deg.

Etter dette kapittelet vet jeg

N s Oy Ay O

hvordan jeg tegner et koordinatsystem med riktig inndeling av aksene
hvordan jeg merker av punkter i et koordinatsystem

hvordan jeg kan hente ut informasjon fra en graf

hvordan jeg tegner en funksjon i GeoGebra med aksetitler

hvordan jeg leser av fra x- og y-aksen i GeoGebra

hvordan jeg finner nullpunkter i GeoGebra

hvordan jeg finner topp- og bunnpunkt i GeoGebra

hvordan jeg finner gjennomsnittlig og momentan vekstfart i GeoGebra

Etter dette kapittelet kan jeg forklare

[

[]
[]
[]

hva som kjennetegner ulike typer funksjoner: linesre-, polynom-, eksponentiell-,
potens- og rotfunksjoner

hvordan jeg finner konstantledd og stigningstall

hvordan jeg kan tegne en rett linje ved hjelp av konstantledd og stigningstall

hva gjennomsnittlig og momentan vekstfart forteller meg om en praktisk situasjon

Etter dette kapittelet kan jeg vurdere og

0
U

forklare hva avleste verdier fra en graf forteller meg om en praktisk situasjon
velge hensiktsmessig hjelpemidler nar jeg jobber med funksjoner
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1. Graftolkning

En grafisk fremstilling gir oss informasjon om sammenhengen mellom flere starrelser.

=& oD

N ANSAY TSV V T T YTt

18 20 2 0o 02 04 08 ] 10 12 14 18 18 22 oo 0z D4 06

Se pa bildet over fra yr.no som viser varselet for Hellerud videregaende skole. Angi
tidspunktene som hele timer, og temperaturen med én desimal. Starttidspunktet er kl. 17:00
fredag 9.juni.

a) Nar er det varmest pa sgndag?
1. Hva er temperaturen da?

2. Hvor mange timer er det gatt siden starttidspunktet?
b) Nar blir det kaldest pa lgrdag?

1. Hva er temperaturen da?

2. Hvor mange timer er det gatt siden starttidspunktet?
c) Nar vil det vaere varmest i perioden? (marker pa figuren)
d) Nar vil det vaere kaldest i perioden? (marker pa figuren)

e) Hvor stor er forskjellen mellom det varmeste og kaldeste pa lgrdag og hvor mange
timer gar det fra det er kaldest til varmest?

f) Hvor mye stiger temperaturen med per time fra det kaldeste til det varmeste pa lgrdag?

g) Hvor mange ganger er temperaturen 15 °C? (marker pa figuren)

h) Nar er temperaturen 13 °C? (marker pa figuren)

i) 1 hvilken periode er temperaturgkningen sterkest? (marker pa figuren)
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j) 1hvilken periode er temperaturreduksjonen sterkest? (marker pa figuren)

k) Tegn en framstilling av temperaturutviklingen i lgpet av lgrdag 10. juni i et
koordinatsystem. Merk av temperatur hver time og tegn. Beskriv deretter
temperaturutviklingen det dggnet med egne ord og relevante matematiske begreper.

Beskrivelse med ord:
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2. Lineere funksjoner

| en linear funksjon sier vi at veksten er linear. Den kan bade vaere positiv (gkning) og
negativ (nedgang).

Hva kjennetegner lineaer vekst? Vi finner ut det ved hjelp av oppgavene under.

Oppgave 1

Elevtallet ved en skole er i dag 150. Antallet elever vokser med 25 elever hvert ar.

a) Hvor mange elever er det ved skolen om 1 ar?

b) Hvor mange elever er det ved skolen om 2 ar?

c) Hvor mange elever er det ved skolen om 4 ar?

d) Merk av elevtallet de ulike arene som punkter i koordinatsystemet under:

4001y~ “Antall elever

350
300
250
200
150
100

50

Qo

e) Legg merke til at de tre punktene ligger pa en rett linje, og tegn linja som gar
gjennom punktene.

f) Nar vil elevtallet ved skolen passere 300 dersom denne utviklingen fortsetter?
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Oppgave 2

| 2010 var antall innbyggere i en bygd 2500. Arene etterpé har antall innbyggere avtatt (gatt
ned, minket) med 250 per ar.

a) Hvor mange innbyggere var det i bygda i 2012?

b) Hvor mange innbyggere var det i bygda i 2015?

c) Huvis vi regner med at utviklingen vil fortsette, hvor mange innbyggere vil det veere i
bygda i 2020?

d) Merk av innbyggertallet de ulike arene som punkter i koordinatsystemet

Antall innbyggere
250047 3 ygglr
2000
1500

_1000 S _.‘ S — ._.. S N g s - e e n e e e e - - - | S [ R S

o

Ar etter 2010
I X

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

e) Legg merke til at de tre punktene ligger langs en rett linje og tegn linja gjennom
punktene.

Grafene i oppgave 1 og oppgave 2 viser begge linear vekst.

e Hvaer likt?
e Hvaer forskjellig?
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Den grafiske tolkningen av lineaer vekst er en rett linje.

Ved linezr vekst er veksten lik per enhet. Vi kan bade ha positiv vekst (noe gker) og
negativ vekst (noe avtar)

Oppgave 3
Nedenfor ser du 4 grafer. Minst en av grafene viser lineer vekst.
y y
A B
/
X X
y y
\ c A\ |
X X
N

a) Forklar hvilke(n) graf(er) som viser linegr vekst, og begrunn svaret.

b) Beskriv en praktisk situasjon som passer til de(n) grafen(e) som viser lineaer vekst.
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Oppgave 4

Vi lgper pa tredemglle med jevn fart 12 km/t og vil finne ut hvor langt vi lgper dersom vi

holder denne farten

a) Fyll ut resten av tabellen under og merk av avstandene som punkter i
koordinatsystemet.

x (tid (timer)) | f(*) (distanse (km))
0,25 3
05
1
15

b) Hvorfor viser denne situasjonen lineaer vekst?

c) Merk av punktene i koordinatsystemet og trekk en rett linje gjennom dem.

- 18{Y-distanse (km)

® (0.25, 3)

tid (timer)
X

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13

d) Bruk grafen til & finne ut omtrent hvor lenge du ma lgpe for & ha lgpt 10 km

14 15

e) Hvor langt lgper du i lgpet av en time?
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3. Praktisk tolkning av en lineaer funksjon

Alle linezre funksjoner har

e konstantledd (der grafen skjeerer y-aksen)
e stigningstall (hvor mye funksjonsverdien gker med nar x-verdien gker med 1)

Som regel kaller man konstantleddet b og stigningstallet a. (a og b star for tall).
Uttrykket til en lineger funksjon kan da alltid skrives som

f(x)=a-x+bellerf(x)=b+a-x

Oppgave 5

a) Hva er konstantleddet og stigningstallet til funksjonene i grafene under?

b) Hva er uttrykket til hver av funksjonene i grafene under?

1000 y 600 1Y
35
B 500
30
800 c
25 400
600
A 20 300
400 15
1 200
200 /; 100
0 X 0 X 0 X
o 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5 6
Ala= B:a= C:a=
flx) = fx) = flx) =
Kapittel 3. Funksjoner Side 54



Det er interessant a vite uttrykket til en lineaer funksjon fordi det gir oss informasjon om hva
funksjonen beskriver. Vi skal na finne uttrykkene til funksjonene i oppgave 1 og 2:

Eksempel 1

1) Elevtallet ved en skole er i dag 150. Antallet elever vokser med 25 elever hvert ar.

Antall elever totalt vil veere 150 + endringen.

Endringen er +25 hvert ar, altsa 25 - antall ar.

Siden uttrykket skal gjelde for hvilket som helst ar i fremtiden,
erstatter vi «antall &r» med x

Antall elever etter x ar er gitt ved funksjonen f(x) =150 + 25 - x

1) 12010 var antall innbyggere i en bygd 2500. Hvert ar siden da har antall innbyggere
avtatt (sunket) med 250.

Antall innbyggere totalt vil veere 2500 + endringen

Endringen her er negativ (blir feerre), — 250 hvert ar, altsd — 250 - antall ar
Siden uttrykket skal gjelde for hvilket som helst ar i fremtiden,

erstatter vi «antall &r» med x

Antall innbyggere etter x ar er gitt ved funksjonenf (x) = 2500 — 250 - x

Oppgave 6
Emma arbeider som telefonselger.

350 Timelgnna hennes er delvis

- provisjonshasert, dvs at hun far et fast

300
belgp hver time, i tillegg til en bestemt
250 sum per abonnement hun selger.
200 1 3 . .
; Bestem uttrykket til funksjonen.
150 i
1007 - o
' Antall solgte abonnement ) )
0 ’ . X, Hvasier uttrykket om Ignna til Emma?

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Oppgave 7
En fotobedrift selger album med bilder.

Prisen pa albumet med x antall bilder er gitt ved funksjonen P(x) = 100 + 20x.

Hva er prisen pa albumet (uten bilder)?

Hva er prisen for ett bilde?

Hvor mye vil et album med 10 bilder koste?

4. Eksponentielle funksjoner

| praksis kan det veere lett & blande eksponentiell og linear vekst, et mal er derfor & kunne
avgjare nar veksten er eksponentiell og nar den er lineer.

«Ja, Nei, Hvorfor?»

Timelgnna til Peter er 200 kr. Han far to ulike tilbud om lgnnsgkning:

Tilbud A: 10 % etter 6 Tilbud B: 20 kr etter 6
maneder, deretter nye 10 % maneder, deretter nye 20 kr
etter 12 maneder. etter 12 maneder

Vil Peter ha den samme lgnna etter 12 maneder uavhengig av hvilket tilbud han velger?
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Eksempel 2

Da Dennis ble fgdt satte foreldrene inn 10000 kr i et aksjefond. De regner med at
avkastningen blir 5 % hvert ar.

Hvor mye er det pa konto etter 1 ar? Etter 2 ar? Hvorfor blir gkningen forskjellig disse
arene?

10000

Etter 1 ar vil si at 10000 kr har gkt med 5 %. 1 % av 10000 kr er o0 = 100 kr.
5% erda100 -5 = 500. Etter 1 ar er det 10000 + 500 = 10500 kroner i fondet.

10500
100

Etter 2 ar vil si at 10500 kr har gkt med 5 %. 1 % av 10500 kr er = 105 kr

5% erda 105 -5 = 525. Etter 2 ar er det 10500 + 525 = 11025 kroner i fondet.

Det forste aret gker fondet med 500 kr, det andre aret gker fondet med 525 kr. @kningen
er altsa starre det andre aret, fordi tallet vi regner 5 % av er starre.
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Oppgave 8
Ved en skole er det 1000 elever. Antallet elever vokser med omtrent 10 % hvert ar.

a) Hvor mange elever er det ved skolen om 1 ar?

b) Hvor mange elever er det ved skolen om 2 ar?

c) Hvorfor er endringen eksponentiell?

Oppgave 9
En flatskjerm koster 10 000 kr. Vi antar at verdien avtar med 10 % hvert ar.

a) Hva er verdien til flatskjermen etter 1 ar?

b) Hva er verdien til flatskjermen etter 2 ar?

c) Hvorfor er endringen eksponentiell?

Oppgave 10

Tabellen under viser gkningen i antall treningstimer til en svemmer fra hun er 15 til hun er
20 ar.

a) Regn ut gkningen i antall timer fra et ar til det neste, fyll inn i tabellen
b) Regn ut gkningen i prosent fra et ar til det neste, fyll inn i tabellen

c) Ergkningen i antall treningstimer eksponentiell? Begrunn svaret.

Alder 15 16 17 18 19 20

Timer 500 550 605 665 730 803

@kning i
timer

@kning i
prosent
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Ved eksponentiell vekst er endringen prosentvis lik per enhet.

5. Uttrykket til eksponentielle funksjoner

Fra kapitlet om prosent og oppgavene over ser vi at verdien alltid endrer seg med samme
prosent fra en periode til den neste nar veksten er eksponentiell. Da kan vi skrive verdien etter
x ar som ett regnestykke, vi uttrykket til eksempel 2:

Eksempel 3
Vekstfaktoren er 100 % + 5 % = 105 % = % = 1,05
Startverdi: 10000
Uttrykk for verdi etter 1 ar: 10000 - 1,05
Verdien etter 2 ar: 10000 - 1,05 - 1,05 = 10000 - 1,052
Verdien etter 3 ar: 10000 - 1,05 - 1,05 - 1,05 = 10000 - 1,053
Verdien etter x ar: 10000 -&,05 -1,05- ... 1,05j= 10000 - 1,05%
Y
x antall ar

Oppgave 11
Skriv opp uttrykket for antallet elever om x ar ved skolen i oppgave 8
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Oppgave 12

Skriv opp uttrykket for verdien til flatskjermen om x ar i oppgave 9

6.

Grafen til eksponentielle funksjoner

Hvordan ser grafen ut til noe som vokser eller avtar med samme prosent?

Oppgave 13

Nedenfor ser du 4 grafer. Minst en av grafene viser eksponentiell vekst.

2500 {Y
2000
1500
1000

500

0

A

2500 ¥,

2000

1500

1000

500

2500

2000

1600

1000

500

0

y

2500

2000

1500

1000

500

Forklar hvorfor grafen(e) viser eksponentiell vekst

Side 60

Kapittel 3. Funksjoner



Oppgave 14
Hvilken graf nedenfor er grafen til funksjonen f(x) = 500 - 1,20*? Begrunn svaret

A

Y Yy _ .
3000 800

2500
600

2000
1500 400
1000

200
500

7. Polynomfunksjoner

“Polynom” betyr “flere ledd”. En polynomfunksjon bestir av en sum av potenser av X.
Potensen med den starste eksponenten bestemmer navnet pa funksjonstypen.

Polynomfunksjonen f (x) = 2x* —3x+1 kalles en andregradsfunksjon
Polynomfunksjonen g(x) = —x> + 2x* —4 kalles en tredjegradsfunksjon.

Begrepet stigningstall brukes ikke for polynomfunksjoner fordi grafen ikke er en rett linje.
Men ogsa polynomfunksjoner har et konstantledd som gir skjeeringspunktet med andreaksen.
Konstantleddene er 1 og -4 for funksjonene f og g ovenfor.

8. Grafen til en polynomfunksjon

En polynomfunksjon av grad 2 (=andregradsfunksjon) vil alltid ha et toppunkt eller et
bunnpunkt, under ser du grafen til funksjonene f(x) = x2 og g(x) = —x2.

Hva er likt og hva er forskjellig med disse grafene? Hvorfor er det slik?
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Oppgave 15

Funksjonen f er gitt ved f(x) = x? — 2x + 1.

a) Hva kan vi si om hvordan grafen vil se ut fgr vi tegner den?

b) Gjar utregninger og fyll ut resten av tabellen:

X —1

f) 4

c) Marker resten tallene fra tabellen som punkter i koordinatsystemet og tegn grafen.

oA
| I | I
| I | I
: o

fffff SR R
: o
| I | I
: S
o . X
-1
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9. Ekstremalpunkt

| mange oppgaver med polynomfunksjoner blir du bedt om a tegne grafen og a finne starste
eller minste verdi som funksjonen kan ha. Disse punktene kalles for ekstremalpunkt. Litt
enkelt kan vi si at den sterste verdien kalles for toppunkt, og den laveste verdien bunnpunkt.

Eksempel 4

Funksjonen B(x) = 3x* —66x + 2164 er en andregradsfunksjon. Det viser seg at denne
beskriver ganske godt antall besgkende i et alpinanlegg som funksjon av dagnummeret x i
maneden mars. Vi sier at funksjonen er en god modell for antall besgkende.

Tegn grafen til funksjonen nar x ligger mellom 1 og 31.

Pa hvilken dag var det ferrest besgkende i bakken? Hvor mange var der da?

Vi taster inn funksjonsuttrykket slik i Geogebra: Funksjon[3x"2 — 66x + 2164,0,31]. Vi ber
altsd om at grafen skal tegnes fra x = 0 til x = 31. Sa skriver vi en passende tekst pa aksene.
Etter & ha justert aksene skal grafen bli omtrent slik:

, y/ antalll besakende 1 ) | | i

---3000]
-~ 25001
~-- 20001

--1500

---=10001
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1 SDO 1 ] i ] [ i i [ i ] ] i ] [ ' [ 1
| i i ‘ 1 | i | | | i | | i

] | ] | |
0 ‘ 1 ] 1 : i i i i i i i ‘ | x /[ dagnummer i mats
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

Geogebra har antagelig gitt funksjonen navnet f(x). For a finne ngyaktig verdi for bunn-
punktet, skriver vi kommandoen Ekstremalpunkt[f].
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Vi ser at det var faerrest besgkende for x = 11, altsd 11. mars. Da var det omtrent 1800
besgkende.

Oppgave 16
En bedrift har funnet ut at overskuddet pa en vare per uke (i kroner) er gitt ved funksjonen

O(x) =—2x* 4+ 200x — 2000, der x er prisen pa en enhet av varen i kroner.

a) Tegn grafen. La x ligge mellom 0 og 100.
b) For hvilken pris blir overskuddet starst, og hvor stort er overskuddet da?

Oppgave 17
Funksjonen F(x) = 25x® —375x* +1150 x +12000 beskriver ganske ngyaktig antallet
innbyggere i en kommune x ar etter ar 2000. x = 0 er altsa ar 2000, x = 1 er ar 2001 osv.

a) Tegn grafen til denne funksjonen fra ar 2000 til og med 2013.
Her ma du altsa la x ligge mellom 0 og 13.
b) Hvilket ar var det faerrest innbyggere i kommunen? Hvor mange innbyggere var det da?

10. Nullpunkt

Et punkt der grafen til en funksjon treffer x-aksen kalles et nullpunkt til funksjonen. I et slikt
punkt er funksjonsverdien lik null.
Vi ser farst pa hvordan vi finner nullpunkter i Geogebra.
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Eksempel 5
Vi gnsker a finne nullpunktet til funksjonen i oppgave 1. Ferst taster vi inn funksjonen:

Funksjon[-2x"2+200x-2000,0,100]. Geogebra kaller funksjonen for f. Sa skriver vi
kommandoen Nullpunkt[f].
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Det ene nullpunktet er x = 11.27, og har koordinatene (11.27 , 0). Alle nullpunkter vil ha
y-koordinat 0. Det andre nullpunktet er x = 88.73, og har koordinatene (88.73 , 0).

Hva er den praktiske betydningen av dette?

Siden funksjonen viser et overskudd, vil den delen av grafen som ligger under x-aksen vise
nar bedriften gar med underskudd. Der grafen treffer x-aksen er overskuddet lik null, det vil si
at bedriften verken gar med overskudd eller underskudd, den gar i balanse.

Bedriften gar i balanse nar prisen pa varen er 11,27 kr eller 88,73 kr.
Bedriften gar med overskudd nar prisen er hgyere enn 11,27 kr og lavere enn 88,73 kr.
Bedriften gar med underskudd nar prisen er lavere enn 11,27 kr eller hgyere enn 88,73 kr.

Oppgave 18
En bedrift har funnet ut at overskuddet pa en vare per uke (i kroner) er gitt ved funksjonen
0(x) = —x? + 300x — 1500, der x er prisen pa en enhet av varen.

a) Tegn grafen. La x ligge mellom 0 og 300.
b) For hvilken pris gar bedriften i balanse (overskudd lik null)?
c) Nar gar bedriften med overskudd?
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11. Skjeeringspunkt

Et punkt der to grafer treffer hverandre, kalles skjeringspunkt. I et skjaeringspunkt er
funksjonsverdien til to funksjoner den samme.

Metoden vi bruker for a finne skjeringspunkter er kjent fra lineaere funksjoner, men vi skal se
pa et eksempel der den praktiske betydningen er ny.

Eksempel 6
Vi ser fortsatt pa funksjonen fra oppgave 1.

Vi vil finne hva prisen ma veere for at overskuddet skal bli stgrre enn 2000 kr.
Vi tegner inn linja'y = 2000 og finner skjaeringspunktene:
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Vi ser at skjaeringspunktene er (27.64 , 2000) og (72.36, 2000). Det betyr at nar prisen er
27,64 kr eller 72,36 er overskuddet lik 2000

Vi ville finne ut nar overskuddet er starre enn 2000 kr. Siden grafen ligger over linja
y = 2000 mellom de to skjeringspunktene, er overskuddet starre enn 2000 kr nar prisen er
mellom 27,64 kr og 72,36 kr.

Oppgave 19
En vardag mellom Kkl. 12 og kl. 20 var temperaturen gitt ved T(x) = —0,24x? + 1,2x + 16,
der T(x) star for antall celsiusgrader, og x for antall timer etter kl. 12.
a) Tegn grafen til denne funksjonen fra kl. 12 til og med kl. 20.
Her ma du altsa la x ligge mellom 0 og 8.
b) Nar var temperaturen lik 16 °C?
¢) Nar var temperaturen hgyere enn 16 °C?
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12.Potens - og rotfunksjoner

Alle potensfunksjoner ser slik ut: f(x) =a-x". Her er a og b faste tall. Eksempler:

f(x)=10-x?
g(x)=200-x"
h(x) =83-x°°

Det viser seg at x>° faktisk er det samme som Jx, slik at ogsa en rotfunksjon kan skrives som
en potensfunksjon.

Her er grafene til disse tre funksjonene:
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Eksempel 7
Hvis vi slipper en gjenstand og lar den falle rett ned, vil den etter x sekunder ha falt en

strekning, malt i meter, som er gitt ved funksjonen s(x) = 4,9x>. Forutsetningen er at
luftmotstanden er liten. Grafen blir slik:

Ts®/m

n /

20

=)
N\

/

0i3 15 ] 25 35

For & finne hvor langt gjenstanden kan falle pa 2 s, kan vi regne ut s(2) =4,9-2° =19,6 pa

kalkulatoren. Vi kan ogsa regne det ut i Geogebra..

For a finne hvor lang tid den bruker pa a falle 50 m, legger vi inn linja y= 50 i Geogebra (den
prikkede linjen) og finner skjeeringspunktet. Da ser vi at gjenstanden bruker 3,19 s pa a falle
50 m.

Oppgave 20
Tiden t(x) , malt i sekunder, som en gjenstand bruker pa a falle x meter uten luftmotstand, er

gitt ved funksjonen t(x) =0, 45 .

a) Tegn grafen til t nar 0 < x <100. Jx skriver du som sgrt(x) i Geogebra. (sqrt = square
root.)

b) Hvor lang tid bruker gjenstanden pa & falle 80 m?

¢) Hvor langt faller gjenstanden pa 3,6 s?
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13. Vekstfart
13.1 Konstant vekstfart

Vekstfarten til en stgrrelse som forandrer seg med tiden viser hvor raskt stgrrelsen forandrer
seg. Vi ser farst pa eksempler hvor en starrelse forandrer seg like mye i like lange tidsrom. Da
sier vi at veksten er jevn, og vekstfarten er konstant. Slik vekst beskrives med en linezer
funksjon.

Eksempel 8
Et tre vokser jevnt og med 0,6 m hvert ar. Da er vekstfarten 0,6 m/ar.

Eksempel 9
Det vi i dagligtale kaller fart, er egentlig vekstfarten til en strekning som en bil eller noe annet

forflytter seg. Hvis farten til en bil er 80 km/h, betyr det at strekningen som bilen kjarer gker
80 km pa en time.

Eksempel 10
Et tre vokser jevnt, og hayden gker fra 2,1 til 4,5 m pa 3 ar. Hgyden gker altsa med
2,4

o

3ar

45m—2,1m=24mpa 3 ar. Da er vekstfarten =0,8 m/ar

Oppgave 21
Vekten av en melon gker jevnt fra 2,6 kg til 5,9 kg pa 3 uker. Hva er vekstfarten til vekten av
melonen? Husk malenhet pa svaret.

Eksempel 11
Antall bakterier i ei skél med naring er gitt ved funksjonen b(x) =300x+1000, hvor x er

antall timer som er gatt etter at bakteriene ble plassert i skala. Da er vekstfarten lik stignings-
tallet til denne lineare funksjonen. Vekstfarten er konstant og lik 300 bakterier/time.

Oppgave 22
Den 1. juni var 50 m? av en sjg dekket med alger. t uker senere var arealet som var dekket,

beskrevet av funksjonen A(t) =50+ 20t. Hva var vekstfarten til arealet av det algedekkede
omradet? Husk malenhet.
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Eksempel 12
Grafen viser antall innbyggere i en kommune fra ar 2000 og utover. Ar 2000 svarer til x = 0.

T v/ antall innbyggere

e

—-“““‘—

T 18000 - 13000 =
006 S5000.innhyggere

M 10.4r

20008

x/4r ettér 200
-l i 1 1l 12 13

For & beregne vekstfarten finner vi to punkter pa grafen som er lette a lese av. Ved a bruke de
to punktene som er vist, far vi at vekstfarten er
5000 innbyggere

=500 innbyggere/ar
10 ar ygo

1 Reallonn / kr

Oppgave 23 -
Grafen viser hvordan reallgnna til -
Asgar har utviklet seg de siste 6 arene.

nnnnn

nnnnn
3

Finn vekstfarten til reallgnna.

nnnnnn

nnnnnn
1%

nnnnnn
1

x/4r
N
»

Eksempel 13
En sommerdag synker temperaturen jevnt noen timer. Pa 4 timer har temperaturen minket fra

25 grader til 19 grader, altsa med 6 grader.

Hvis noe minker etter hvert som tiden gar, er vekstfarten negativ.
Her blir vekstfarten —GQ—mder =—1,5 grader/time..
4 timer
Funksjonen som beskriver temperaturutviklingen blir da T (X) =—1,5X+25 nér x er tiden som

har gatt siden temperaturen var 25 grader.
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Oppgave 24
Temperaturen i en kopp med varmt vann synker jevnt noen minutter. Temperaturen minker
fra 100 grader til 90 grader pa 4 minutter.

a) Finn vekstfarten til temperaturen.
b) Lag en funksjon som viser temperaturen i vannet som funksjon av tiden x.

Oppgave 25
| en kommune sank innbyggertallet jevnt gjennom flere ar. 1 2008 var det 20 000 innbyggere i
kommunen og i 2012 var det 18 000 innbyggere.

a) Finn vekstfarten til innbyggertallet.

b) Lag en funksjon som viser innbyggertallet 1(x), hvor x er antall ar som har gatt siden 2008
(slik at x = 0 tilsvarer ar 2008, x = 1 tilsvarer 2009 osv.)

¢) Hvavil innbyggertallet veere i 2015 hvis utviklingen fortsetter pa samme maten?

d) Nar vil innbyggertallet veere lik 15 000?

13.2 Gjennomsnittlig vekstfart

Hvis veksten ikke er jevn, vil heller ikke vekstfarten vaere den samme hele tiden. Da bruker vi
ofte gjennomsnittlig vekstfart.

Eksempel 14
Grafen til hgyre viser hgyden til en plante de

farste 15 dagene etter at den ble plantet.
Av grafen kan vi lese at hgyden er 50 mm ved
x=0,90 mm ved x =5 og 160 mm ved x = 10.

Fordi grafen ikke er en rett linje, er vekstfarten —
ikke konstant. Vi kan imidlertid regne ut
. T /
gjennomsnittlige vekstfarter.
To eksempler:
) - /
Gjennomsnittlig vekstfart de fem farste [
dagene:
90 Mm-50 mm 40 mm 20
= =8 mm/dag Adsger
5 dager 5 dager a1 R VI

Gjennomsnittlig vekstfart fra dag 5 til dag 10:

160 mm—-90 mm 70 mm
5 dager 5 dager

=14 mm/dag
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Oppgave 26
Finn gjennomsnittlig vekstfart de ti fgrste dagene for planten i eksemplet foran.

Eksempel 15
Vi kan finne gjennomsnittlig vekstfart ved hjelp av en graftegner.

Funksjonen som beskriver hgyden av planten i forrige eksempel er
h(x) =-0,1x* + 2,1x* + 50
Farst taster vi inn funksjonen: Funksjon[-0.1x"3+2.1x"2+50,0,15].
Vi setter inn punktene A = (0, 50), B = (5, 90) og C = (10, 140) pa grafen.
Vi velger verktgyikonet linje mellom to punkter.
Heyreklikk pa linjen og endre funksjonsuttrykket til y = ax + b. Stigningstallet a er lik
gjennomsnittlige vekstfart.
Svaret blir a = 8 mellom punkt A og B, og a = 14 mellom punk B og C som stemmer med
utregningene i eksempel 12, 8 mm/dag og 14 mm/dag.
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13.3 Momentan vekstfart

Momentan vekstfart er vekstfarten pa et bestemt tidspunkt, altsa i et bestemt gyeblikk
(sammenlign “moment” = gyeblikk pa engelsk).

Den momentane vekstfarten er sterst der grafen er brattest. Hvis vi igjen ser pa grafen i
forrige eksempel som viser hgyden til planten, kan det se ut som grafen er brattest omtrent nar
X =7 dager.

For a finne verdien til den momentane vekstfarten i et bestemt gyeblikk x, ma vi tegne
tangenten til grafen for denne verdien av x. Da er den momentane vekstfarten stigningstallet
til tangenten. Dette kan vi gjare i Geogebra.
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Eksempel 16
Vi fortsetter a undersgke veksten til planten i eksemplene foran.

Under har vi tegnet grafen, og tangenter for x = 2 og x = 8. Vi tegner en tangent til funksjonen
fix=21iGeogebra med kommandoen Tangent[2,f] .
Geogebra gir oss ogsa likningene for tangentene. De er skrevet inn pa figuren under.

raol /. mm

=

p=14,4x+18 T

120
1o

o]

=
=)
(=]

™\

s

//

=
(5]
[==]

100 // =1 2x+ 43,2
20 /
60 et

]

s
[

[5*]
[==]

Fra likningene til tangentene pa figuren ser vi at den momentane vekstfarten er 7,2 mm/dag
etter 2 dager og 14,4 mm/dag etter 8 dager.

Oppgave 27
Vekten i kg av en voksende melon er tilnermet gitt ved funksjonen

V (x) =-0,0024x> +0,02x* +0,21x +1,0

der x er antall uker etter at vekten var 1,0 kg. Uttrykket gjelder bra de atte farste ukene.

a) Tegn grafen til V nar x ligger mellom 0 og 8 uker.

b) Finn momentan vekstfart nar x = 2 og nar x = 6. Husk & skrive malenhet pa svaret.
c) Hva er vekten av melonen etter 2 uker?

d) Regn ut gjennomsnittlig vekstfart mellom uke 2 og uke 8
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Eksamensoppgaver funksjoner
El
(2P, 2PY hgst 2016, Del 1, 4p)

Nedenfor har vi beskrevet fire ulike situasjoner.

Situasjon | Beskrivelse

1 Eline tar en lgpetur. Hun starter hjemmefra i rolig tempo og gker sa tempoet
etter hvert. Etter en stund snur hun og lgper raskt tilbake samme vei.

2 Eline lgper hjemmefra for a rekke bussen. Etter & ha ventet noen minutter
skjenner hun at hun ikke rakk bussen, og gar tilbake samme vei.

3 Eline starter hjemmefra og gar opp en bratt bakke. Hun tar en liten pause pa
toppen av bakken far hun lgper tilbake samme vei.

4 Eline starter hjemmefra og padler over fjorden. | starten har hun motvind, men
etter hvert avtar vinden, og farten gker.

Nedenfor ser du grafiske framstillinger som beskriver sammenhengen mellom tid og Elines
avstand hjemmefra for hver av de fire situasjonene.

Ty Bwstand niemmetra ¥ Awsiand hjemmefra
A I B
F"o. !,’ .
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d .,
r ",
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- ¥ e M
Tid Tid
¥ Musstand hjemmefra ¥ Austand hgsmmaira
"‘\-.
C & b D
- AN
& 1}
4 1
- by
— ,
— - '\\.\\

— ¥ _FF";J YN
Tid Tid

Hvilken graf passer til situasjon 1?
Hvilken graf passer til situasjon 2?
Hvilken graf passer til situasjon 3?
Hvilken graf passer til situasjon 4?

Begrunn svarene dine.
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E2
(2P, 2PY hgst 2016, Del 1, 4p)

¥ Antall dye
DO |

10008 |

Ar atter 2010
X,
1

Linjediagrammet ovenfor viser hvordan antall dyr av en art har avtatt innenfor et bestemt
omrade i perioden 2010-2015.

a) Bestem en linezr funksjon som tilneermet beskriver utviklingen.
b) Hvor mange dyr av arten vil det veare i omradet i 2018 ifglge funksjonen fra oppgave a) ?

c) Hvor mange ar vil det ga for det ikke er flere dyr av arten igjen i omradet ifalge
funksjonen fra oppgave a) ?

E3
(2P, 2PY hgst 2016, Del 1, 2p)

Siri har kjgpt bil. Hun antar at verdien av bilen ar etter at hun kjgpte den, vil vere gitt ved
V(x) = 250 000 - 0,9*
a) Hva forteller tallene 250 000 og 0,9 i dette funksjonsuttrykket om verdien av Siris bil?

b) Hva vil bilens verdi vare ett ar etter at Siri kjepte den?
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E4
(2P var 2016, Del 1)

a) Forklar hva det vil si at en sterrelse gker eksponentielt
b) Nedenfor ser du tre ulike grafer. Hvilken eller hvilke av disse viser eksponentiell
vekst? Begrunn svaret ditt

E5
(2P var 2016, Del 1)

Marte er telefonselger. Hun har en fast grunnlgnn per time. | tillegg far hun et fast belgp for
hvert produkt hun selger.

En time solgte hun 2 produkter. Hun tjente da til sammen 170 kroner. Den neste timen solgte
hun 4 produkter. Denne timen tjente hun til sammen 220 kroner.

a) Lag en grafisk framstilling som viser sammenhengen mellom hvor mange produkter
Marte selger i lgpet av en time, og hvor mye hun tjener denne timen.

b) Bruk den grafiske framstillingen til & bestemme Martes grunnlgnn per time og det
belgpet hun far for hvert produkt hun selger.

¢) Hvor mange produkter ma Marte selge i lgpet av en time dersom hun skal tjene 370
kroner denne timen?
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E6
(2P, hest 2015, del 1)

joaoc). - Antall bakterier

B0

B0

puley
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1eat Antall tiiner etter af Lars startet observasjonene
D1élarlli|l;3'1.!]'1I211I4l1|3r1|3l'

Lars observerer en bakteriekultur. Fra han startet observasjonene, har antall bakterier avtatt
eksponentielt. Se grafen til funksjonen B ovenfor.

Bestem vekstfaktoren og sett opp utrykket for B(x)

E7
(2P, var 2015, del 1)
Sigurd er 30 km fra hjemmet sitt. Han sykler hjemover med en konstant fart pa 12 km/h.

Lag en grafisk framstilling som viser sammenhengen mellom antall timer og antall kilometer
han er hjemmefra.

Hvor lang tid tar det fgr han kommer hjem?

E8
(2P, var 2015, del 1)

Karl star pa balkongen og kaster en ball opp i lufta. Etter t sekunder er ballen tilnaermet h(t)
meter over bakken, der

h(t) = —5t? + 10t + 15

a) Fyll ut tabellen nedenfor

t 0 0,5 1 15 2 25 3
h{t) 18,75 18,75 8,75
b) Tegn grafentil h

c) Gi en praktisk tolkning av verdiene av h(0) og h(3)
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E9
Funksjonene G og J gitt ved

G(x) = 0,0030x3 — 0,088x2 + 1,17x + 3,7 0<x<12

J(x) =0,0017x3 — 0,057x2 + 0,93x + 3,7 0<x<12
viser hvordan vekten til to babyer, Geir og Janne, utviklet seg det farste levearet.
Geir veide G (x) kilogram, og Janne veide J(x) kilogram x maneder etter fadselen.

a) Bruk graftegner til a tegne grafen til G og grafen til J i samme koordinatsystem.
b) Hvor mange kilogram la hver av de to babyene pa seg i lgpet av det farste levearet?

¢) Hvor mange maneder gikk det far hver av de to babyene hadde doblet fadselsvekten
sin?

G(12)-G(0) oy G(2)-G(0)

d) Bestem
12 2

Hva forteller disse svarene om vekta til Geir?

E10
(2P var 2015, Del 2)

Funksjonen f gitt ved
f(x) = —0,0000028x3 + 0,001x? — 0,025x + 3,8 0<x<300

Viser temperaturen f(x) grader celsius i sjgen et sted pa Sgrlandet x dager etter 31. desember
2013

a) Bruk graftegner til & tegne grafen til f
b) Bestem forskjellen mellom hgyeste og laveste temperatur

c) Bestem f£(100) og den momentane vekstfarten til f nar x = 100.
Hva forteller disse svarene?
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E11
(1P var 2013, Del 2)

Funksjonen h gitt ved h(t) = 3,35t* —50t* +170t + 700 var en god modell for hjortebestanden
i en kommune i perioden 1990 — 2000.
Ifalge modellen var det h(t) hjort i kommunen t ar etter 1. januar 1990.

a) Tegn grafen til h for 0<t <10.
b) Nar var hjortebestanden starst, og hvor mange hjort var det i kommunen da?
c) Lus likningen h(t) = 850 grafisk, og forklar hva lgsningen forteller om hjortebestanden.

d) Hvor stor var den gjennomsnittlige endringen i antall hjort per ar i perioden 1. januar 1994
— 1. januar 1998?

E12
(2P-Y hgst 2013, Del 2)

Funksjonen f gitt ved f (X) =—9x> + 270x* —1400x +3000 viser hvor mange personer som
var logget pa en nettside x timer etter midnatt et gitt degn.

a) Tegn grafentil ffor 0<x<24.

b) Hvor mye var klokka da det var flest personer logget pa nettsiden?
Hvor mange personer var logget pa nettsiden da?

c¢) Nar var flere enn 1500 personer logget pa nettsiden?

d) Bestem den gjennomsnittlige vekstfarten til f for 6 < x <16.
Hva forteller dette svaret?

E13

(Eksamen 2P(-Y), var 2016, del 2)
Funksjonen B gitt ved
B(x) = 0,006x* — 0,33x3 + 5,7x% — 32,1x + 59,3 5<x<23

viser hvor mange grader B(x) sola stod over horisonten x timer etter midnatt i Bergen
21. juni 2015.

a) Bruk graftegner til & tegne grafen til B.
b) Hvor mange grader stod sola over horisonten da den var pa sitt hgyeste?
c) Nar stod sola 20 grader over horisonten?

d) Hvor mange grader steg sola i gjennomsnitt per time fra klokka 05.00 til klokka
12.00?
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Fasit gvingsoppgaver funksjoner

Oppgave 1 a) 175, b) 200, c) 250, d) 6 ar

Oppgave 2 a) 2250, b) 1250, ¢) 0

Oppgave 3 a) A, C b) A: startverdi 1 gker med 1 per periode, B: startverdi 4, minker 1 per

periode

Oppgave 4 a) (0.5,6), (1,12), (1.5, 18) b)Linja stiger like mye for hver gang x-verdien
gker med én c) 0,83t (50min) d) 12 km

Oppgave 5 A: f(x) = —100x + 1000 B: f(x) =5x +10 C: f(x) = 50x + 250
Oppgave 6 f(x) = 100 + 25x. 25 kr per solgte abonnement. 100 i fast timelgnn

Oppgave 7 100,20,100 + 20 - 10 = 100 4+ 200 = 300

Oppgave 8 1100, 1210. Vokser med lik prosent

Oppgave 9 9000, 8100. Avtar med lik prosent

Oppgave 10

Oppgave 11 f(x) =1000-1,10*

Oppgave 12
Oppogave 13
Oppogave 14
Oppgave 15
Oppogave 16
Oppgave 17
Oppgave 18
Oppgave 19
Oppgave 20
Oppgave 21
Oppgave 22
Oppogave 23
Oppogave 24
Oppgave 25

Oppgave 26
Oppgave 27

f(x) =9000 - 0,90*
A,D
A

b) x =50, 3000 kr
b) 2008, ca. 10 000
b) ca.5krogca. 295 kr ¢) mellom 5 kr og 295 kr
b) kl. 12 og kl. 17 ¢) Mellom kl. 12 og kl. 17
b) 40s c) 64 m
1,1 kg/uke
20 m?/uke
10 000 kr/ar
a) -2,5 grader/min b) y= -2,5x +100
a) — 500 innbyggere/ar b) 1(x) =-500x+ 20000 c) 16 500 d) 2018
11 mm/dag
b) 0,26 kg/uke, 0,19 kg/uke c¢) 1,48 kg d) 0,21 kg/uke
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Fasit eksamensoppgaver funksjoner

El
E2
E3
E4
E5
E6
E7
E8

1D 2B 3A 4C

a) y = 8500 — 500x eller f(x) = —500x + 8500 b) 4 500 dyr c) 17 ar

a) Salgsprisen er 250 000,- verdien faller 10 % per ar b) 225 000,-

a) Lik prosentvis gkning per periode b) B. Grafen blir brattere etter hvert som x gker
a) b) 25 kr per produkt, grunnlgnna er 120 kr c) 10 produkter

a) 0,90, 10000 - 0,90"x

2,5 timer

a) h(0)=15, h(1)=20, h(2)=15, h(3)=0 b) c) h(0): hvor hayt over bakken ballen kastes

(15m) h(3): Hvor hayt ballen er over bakken etter 3 sek (0 m, altsa pa bakken)

E9

b) G:6,6 J:5,9 ¢) G: 4,4 mnd J: 5,6 mnd d) 0,55, gjennomsnittlig vektgkning per maned

det farste aret for Geir. 1,01, gjennomsnittlig vektgkning per maned de to farste manedene for

Geir

E10 Db)ca. 13,3 °Cc) f(100) = 8,5 £(100)=0,09. Betyr at temperaturen i vannet er 8,5 grader
100 dager etter 31.12, og den dagen gker temperaturen med 0,09 grader per dag.

E11 b) Ifebruar 1992, ca. 870 hjort c) I mai 1991 og januar 1993

E12 b) kl. 17, 13000 c) mellom ca. kl. 5 0g 24 d) ca. 1050 personer/time.

E13 b)52,2°c) ca. kl.07.40 og ca. kl. 19:40 d) ca. 0,9° per time
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Kapittel 4. Matematiske modeller

Jordas befolkningsutvikling de siste 1000 ar

mill.
7.000

6.000

5.000

4,000 /
3.000 /
2.000 /

1,000

T

En matematisk modell er en funksjon som mer eller mindre bra beskriver en praktisk
situasjon.

Dette kapitlet handler blant annet om:

e Hvordan lage en matematisk modell ved hjelp av gitte opplysninger.

e Hvordan finne en matematisk modell ut fra en tabell med observerte sammenhenger
mellom to staerrelser (regresjon).

e Hvordan finne manster i et tallmateriale.

Vekt som funksjon av hgyden
120 . ¢ y = 16122 - 211 58
100 = R?= 05994
*
o 80 = s
= 60 S P « WVektikg
= D —Lineasr (Vekt i kg)
> 40
20
O T T T T
15 16 17 18 1.9 2
Heyde | meter
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Mal for kapittel 4. Matematiske
modeller

Kompetansemal

Mal for opplearingen er at eleven skal kunne

« gjore malinger i praktiske forsgk og formulere matematiske modeller pa grunnlag av
observerte data

« analysere praktiske problemstillinger knytte til dagligliv, gkonomi, statistikk og
geometri, finne manster og struktur i ulike situasjoner og beskrive sammenhenger
mellom starrelser ved hjelp av matematiske modeller

« utforske matematiske modeller, sammenligne ulike modeller som beskriver samme
praktiske situasjon, og vurdere hvilken informasjon modellene kan gi, og hvilket
gyldighetsomrade og begrensninger de har

o bruke digitale verktay i utforsking, modellbygging og presentasjon

Leeringsmal

Etter at du har arbeidet med dette kapittelet skal du sette kryss i de boksene som tilhgrer de
leeringsmalene du har oppnadd. Det er viktig at du er &rlig og at du ikke krysser i de boksene
som du faler at du ikke kan. Pa den maten vet du pa hvilket omrade du ma forbedre deg.

Etter dette kapittelet vet jeg

1 hva vi mener med en matematisk modell
1 hvordan jeg legger inn data fra en tabell i et regneark i GeoGebra
1 hvordan jeg utferer regresjonsanalyse i GeoGebra for a finne en matematisk modell

Etter dette kapittelet kan jeg forklare

1 hvordan jeg kan hente ut informasjon fra en matematisk modell
1 hvordan jeg finner mgnster i tall og figurer

Etter dette kapittelet kan jeg vurdere og
1 velge hvilken modell som passer best til en praktisk situasjon

1 forklare hvilken informasjon en matematisk modell kan gi
1 argumentere for en modell sitt gyldighetsomrade og hvilke begrensninger den har
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1. Hva er en matematisk modell?

Ordet modell kan ha mange betydninger. | 2P betyr det en funksjon (formel) som gir en mer
eller mindre ngyaktig ssammenheng mellom to sterrelser fra “virkeligheten”. Hvis vi kan lage
en slik modell, kan vi blant annet finne ut hva som skjer med den ene starrelsen hvis den
andre forandrer seg.

Hovedforskjellen mellom dette emnet og det arbeidet du har gjort tidligere med funksjoner, er
at du na selv ma lage funksjonsuttrykkene.

2. A lage en matematisk modell ut fra gitte opplysninger

Eksempel 1
Vi planter et tre som er 0,8 m hgyt. Vi falger med pa hvor raskt treet vokser, og finner at i de

farste arene vokser det ganske jevnt, nemlig 0,4 m per ar. Hvis vi kaller antall ar som er gatt
etter planting for x, kan vi lage falgende lineere modell for hgyden:

h(x)=0,4x+0,8
Ifelge modellen vil hgyden etter 7 ar veere h(7)=0,4-7+0,8=3,6 m.

Grafene nedenfor viser hgyden ifglge den linezere modellen, og den virkelige hgyden av treet.
Vi ser at den lineazre modellen stemmer godt de fem farste arene, men at verdien vi regnet ut
fra modellen etter 7 ar er for stor.

Vi sier at gyldighetsomradet for den linezere modellen er x mellom 0 og 5 ar, som vi av og til
skriver slik: x [0,5].

T Heyde/m

Lineszr model

—————
e

-
-
-

e Yirkelig vekst

X/ ar
N
b
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Oppgave 1

Grafen viser vekten til en ag] Velt/ke

vannmelon som funksjon 2. P

av antall uker som har 24 yd

gatt siden man startet & ,/

veie den. 2 //

-8 4

a) Omtrent hvor mye har 2 //

vekten gkt fra uke O til 4 e

uke 5? 12 -

b) Lag en linezer modell 08 i

for vekten v(x) som passer ~*

bra for de fem farste o

ukene. '  uker
Oppgave 2

Temperaturen i en kopp med kokende vann som settes pa bordet er 100 grader. | de farste
minuttene minker temperaturen ganske jevnt, og med 3 grader per minutt.

a) Hva er temperaturen i koppen etter 2 minutter?

b) Lag en lineeer modell som beskriver temperaturen T i koppen etter x minutter.

c) Hva er temperaturen etter 8 minutter ifglge modellen?

d) Hva er temperaturen etter 40 minutter ifglge modellen?

e) Forklar at modellen blir darligere og darligere nar x gker.

f) Tegn grafen til modellen.

9) \ 4 Tegn inn for hand omtrent hvordan den virkelige temperaturen i vannet kan tenkes a
utvikle seg nar temperaturen i rommet er 20 grader.
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Eksempel 2
| et bestemt hus hvor all oppvarming plutselig slas av, vil forskjellen mellom

innetemperaturen og utetemperaturen minke 12 % i timen. Nar oppvarmingen slas av er det
22 grader inne og -8 grader ute. Vi forutsetter at det ikke foregar noen soloppvarming av
huset.
Vi vil lage en modell for hvordan temperaturforskjellen minker etter hvert som tiden gar.
Temperaturforskjellen er 22 — (-8) = 30 grader i starten.
Vekstfaktoren er 100 % — 12 % = 88 % = 0,88.
Vi kaller antall timer som har gatt for x. Da vil eksponentialfunksjonen
f (x) =30-0,88"
beskrive utviklingen av temperaturforskjellen.
Nar er innetemperaturen null?
Vi tegner grafen til f med Funksjon[30*0.88"x,0,15]:

1 Temperaturforskjell / grade

) \
13

X / timer
Iy

Nar innetemperaturen er null, er temperaturforskjellen 8 grader. Skjaeringspunktet mellom
grafen og linjen y = 8, viser at dette skjer etter 10,4 timer.

Oppgave 3
| en bakterieinfeksjon viser en blodpreve at det er 10 000 bakterier per mL (milliliter) blod.
Pasienten far antibiotika, og bakterietallet synker da med 3,5 % i timen de neste tre dagene.

a) Lag en modell som viser bakterietallet i blodet i denne tredagersperioden.
b) Bakterien regnes som ufarlig nar antallet er mindre enn 1000 bakterier/mL. Nar skjer dette?
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Eksempel 3
En fabrikk lager hermetikkbokser. Hver uke har fabrikken 100 000 kr i faste kostnader (lgnn,

verditap pa maskiner og annet). | tillegg koster det 0,60 kr per boks (metall, elektrisk energi
og annet). Vi skal lage en modell for utgiftene per boks.

Vi kaller antall bokser som blir laget per uke for x og utgiftene per boks for U.
Utgiftene for x bokser blir 0,60x +100000.
0,60x +100000

X

Utgiftene per boks: U =

Denne funksjonen ma vi skrive slik i Geogebra: (0.60x+100000)/x.

Hvor mange bokser ma fabrikken minst lage for at utgiftene per boks skal bli mindre enn
1 kr? Dette kan vi finne grafisk:

9

I Utsifter-per-boks/-kr
Utgifter per boks / kr

o
ﬁ-c -
2:6 Il
2:4 ﬁsil g
2.2 \
: \
18 \
16
1.4 N
1.2 \\ Skjeeringspunkt (250 000, 1)
! T

x / antall bokser
50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000

Vi ser at fabrikken ma lage minst 250 000 bokser i uka hvis utgiftene per boks skal bli mindre
enn 1 kr.
Vi kan ogsa lgse en likning:

0,60x +100000

X
(0,60x +100000)x

X
0,60x+100000 = x

100000 = x—0,60x
100000 = 0, 40x
. _ 100000

=1

1-x

= 250000
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Oppgave 4

Ola er medlem av en klubb hvor han ma betale 200 kr i aret for a veere medlem. Da kan han fa
kjape sokker til 30 kr per par. Vanlig pris pa sokkene er 50 kr.

a) Lag en modell som viser hva han ma betale per par nar han tar med kontingenten i
utgiftene.

b) Hvor mange par sokker ma han minst kjgpe per ar for at det skal lgnne seg a veere medlem?

Y-

A Eksempel 4
En bonde har 200 m gjerde som han skal bruke til a sperre av et rektangulert beiteomrade for

noen kuer. Vi skal lage en matematisk modell for arealet A(x) av beiteomradet hvis den ene
siden i rektangelet er x meter.

Hvis vi kaller den andre siden i rektangelet for y, ma x + y veere lik halve omkretsen av
rektangelet, nemlig 100 m. Da ma vi ha at y = 100 — x. Arealet blir

A(X) = X-y = x(100 — x) =100x — x*

Modellen er altsa et andregradspolynom.
Hvis bonden velger x = 60 m, blir arealet 100-60 —60? = 2400 m?,

For a finne hvilken verdi av x som gir sterst areal, tegner vi grafen til andregradsfunksjonen
ovenfor:

T Areal //m"2
2E00)-
e B

2400
2200 // \\
18‘"\"\ / \
1600
|4f\f\ / \

0O4)- , \
1000 // \\

200 / \

G000 // \\

_'nn ’

x/m

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105

Vi ser at arealet blir starst nar x = 50 m. Da er omradet et kvadrat.
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Oppgave 5

(25

Du skal lage en eske av en papp-plate med sidekant
60 cm ved a skjeere bort et kvadrat i hvert hjerne og
deretter brette opp de fargede sideflatene i figuren.

a) Forklar at sidene i bunnen av esken blir 60 — 2x.
b) Lag en modell V (x) for volumet av esken. Som du
kanskje husker fra 1P er volumet lik arealet av

grunnflaten multiplisert med hgyden av esken.

c) Hva er den storste verdien x kan ha? Tegn grafen til
V(x). Hvilken verdi av x gir stgrst volum? Hvor stort er

dette volumet?

3. Regresjon (kurvetilpasning)

3.1 Linegr regresjon

60 —2x

60

60

Hvis vi har en tabell som viser sammenhgrende verdier mellom to starrelser, er det ofte mulig
a finne en funksjon som passer bra med disse verdiene. Metoden som gjar dette mulig, kalles

regresjon. Vi viser med et eksempel hvordan Geogebra kan gjare dette for oss.

Farste gang vi apner GeoGebra ma vi endre pa noen av innstillingene. Av og til er to
desimaler for ungyaktig. Du kan gke antall desimaler som Geogebra viser under

Innstillinger, Avrunding. Samtidig kan det veere lurt & gke skriftstgrrelsen. Lagre de nye

innstillingene.

Tabellen nedenfor viser hvor mange timer personer i ulike aldre i gjennomsnitt ser pd TV hver

dag.
Alder x / ar 20 | 40 | 60 | 80
TV-tidy/timer | 18|23 |3,7]|4,2
Vi apner regnearket i Geogebra:
Vis| Innstillinger Verktay Vindu Hjelp
(=] Algebrafelt Ctrl+Shift+A |
= Regneark Ctri+Shift+S ?
x=| CAS Ctrl+Shift+K
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Sa legger vi inn tabellverdiene i regnearket og merker disse tallene. Deretter hgyreklikker vi i
regnearket og velger Lag, Liste med punkt:

~ Regneark

e[ AF KB E B~ D~

I Al B |
"ﬂ} _____ E'""_E" 1 20 1.8
]2 40 23

N 60 37
___‘: _____ i’""'i" 4 an A~

i i i 5 A1:B4
“-immri| 6| v Vis objekt

i i | [7]» Vis navn
“*} “““ :L““J:“—B B8 Overfer verdier til regi

l | x/krh | g [J Kopier

0 11 12 %D Lim inn
& Kipput

| [ M2 sett

Liste med punkt -

o -+ Egenskaper...

Tabell

Sa velger vi regresjonsanalyse:

Fil Rediger Vis Innstillinger Verktey

> Alg dll Analyse av en variabel
= Lisi

@ 2/ Regresjonsanalyse
= Pul
@Dat‘akﬂde I I | 1

“;Z‘ Regresjonsanalyse

7 7
A1:A4 B1.84 _
20 1.8
40 23 -
60 3.7
80 4.2 3

Her velger vi & utfare linezr regresjon. Det betyr a finne den lineare funksjonen som passer
best mulig med tabellverdiene:
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.
7 Dataanalyse

nEE

@e

D &

-

o x BEx

=1}

:Punktdiagram v:

(K1)

Y. B1.B4

y / timer
4

|Polynom ®

m

IPotens i ! y :
Eksponentiell 2
Eksponentiell —
Sin o
[Ingen ~

oo

'Y Dataanalyse =]

- =
ol xEEx

Punktdiagram -: oo

Y: B1:B4

y /timer

5 ° x ! ar

/27/ 30 40 50 60 70 80 90
X Al:A4

Regresjonsmodell

Linezer - y = 0.04dx + 0.85

Regnut: x= y=

Vi ser at den funksjonen som passer best, er y =0,04x+0,85.

Figuren over kan vi lime inn i Word slik:

U S——————

.
|_Hjerr| Sett inn Sideoppsett Referanser Masseutsendelser 5

Tom Sideskift | Tabell Bilde Utklipp Figurer SmartArt Diagram |Skjermbilde
side = 2 -

Tilgjengelige vinduer

xt  Skjermutklipp
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Husk & forklare kort hva du gjer nar du bruker Geogebra, og skriv opp resultatet du far. Ikke
bare skriv ut skjermbildet! Det fgrer til poengtrekk til eksamen.

Ut fra dette kan vi si at f (x) =0,04x+0,85 er en ganske god matematisk modell for sammen-
hengen mellom alder og tid brukt til TV-seing.

| falge modellen vil en 70-aring bruke omtrent f (70) =0,04-70+0,85=23,7 timer pa TV per
dag.

| mange regresjonsoppgaver blir du bedt om & vurdere gyldighetsomradet for modellen. Det
betyr & diskutere om det er noen verdiomrader for x hvor modellen ikke er sarlig god.

Det er grunn til & tro at modellen over ikke passer sarlig bra for barn. For det farste sier den at
nyfgdte (x = 0) ser 0,85 timer pa TV, og for det andre ser antagelig smabarn i gjennomsnitt
mer pa TV enn voksne, ikke mindre slik modellen sier.

Oppgave 6

Tabellen viser folketallet y i Norge (i millioner) fra 1950 (x = 0) til 2000 (x = 50).
X 0 10 20 30 40 50
y 3,2 3,6 3,9 4,1 4,2 4,5

a) Finn ved regresjon den linezere modellen som passer best til denne utviklingen.
b) Hva var folketallet i 2010 (x = 60) i felge denne modellen?

c) Omtrent hvor mye har folketallet gkt per ar i denne perioden?

d) Nar vil folketallet passere 6 millioner hvis denne modellen er noenlunde riktig?

3.2  Polynomregresjon

Det er ikke sa vanlig at en linear funksjon passer godt til data fra virkeligheten. Da kan av og
til en polynomfunksjon passe bedre. Tabellen nedenfor viser hvor stor prosent av den
yrkesaktive befolkningen i Norge som arbeidet i primarnaringene (jordbruk, skogbruk, jakt,
fiske) i noen av arene mellom 1900 og 2004.

Ar 1900 | 1910 | 1920 | 1930 | 1940 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000 | 2004
X 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 | 100 | 104
y/% | 41 39 37 36 30 26 19 12 8 6 4 3,5

| oppgaver med arstall er det lurt & la x veere antall ar som har gatt siden farste aret i
datamaterialet.
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Vi legger tallene inn i regnearket i Geogebra:

A | B |
1 0 4

2 10 39
'3 20 37
4 30 36
5 a0 30
s | 50 2%
7 0 19
s | 70 12
9 | 80 8
10| 90 6
11| 100 4
12| 104 35

Hvis vi prever regresjon med en linegr funksjon, ser vi at den passer bra helt til nyere tid.
Hvis vi prever med en polynomfunksjon av andre orden (andregradsfunksjon) ser vi at heller
ikke den passer veldig godt. Men et tredjegradspolynom passer bedre, og det velger vi slik:

¥ Dataanalyse =]
i 530 Ie=sal
B oo
T oo B8« =
C.]
Punktdiagram - oo
Y: B1:B12
] ] I ] ] ] I ] ] I ] ] ] ]
yfnlrosent Primaerr‘iaering i i i i i i i i i i i
] ] I ] ] ] I ] ] I ] ] ] ]
FTOE S SUSE B S — L — — N E— S S— R S—
] i o | i | i i | i i i i
2 R T S S R A S S A S S
I | S A R N
i i | i i i \7\ i i | i i i i
0] IS S S, SO R O . e SR U R I
i i | i i i | i~ | i i i i
i i | i i i | PN | i i i i
) O S SN UL SN S SRS AU S 2SOl SN U SRRV N
] [} I ] ] ] i ] ] [} ] [} ]
N A NGO R
P : I N : P : | x7'refter 190D
-0 0 10 20 30 40 50 80 70 80 30 100 110 120
X: AT:A12
Regresjonsmodell
Polynom - y = 0.00008 z* — 0.01342 2% + 0.15647 = + 39.95162
ENN Regnut: x= |25 y= 36.76174

Passe avrundet finner Geogebra modellen f (x) =0,00008x’> —0,013x* +0,156x +40,0 . (Her
er antall desimaler satt til 5 i Geogebra.)

Nar vi har laget en bra modell, kan vi interpolere. Det betyr a finne funksjonsverdier som ikke
er med i tabellen vi brukte for & lage modellen, men hvor x ligger mellom farste og siste verdi

i tabellen. Eksempel:

Hvor mange prosent jobbet i primarnaringene i 1925? Vi regner ut f(25) ved a skrive x = 25
inn i Geogebravinduet (se ovenfor). Da finner vi f(25) = 37 %.
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Mer interessant er det a bruke en modell til & regne ut funksjonsverdier som ligger utenfor
farste og siste verdi av x i tabellen. Dette kalles a ekstrapolere. Eksempel:

Hvor mange prosent vil jobbe i primarnzringene i 2020? Da har det gatt 120 ar siden 1900,
slik at vi regner ut f(120). Geogebra gir da ca. 8 %.

Nar vi ser dette resultatet, forstar vi at selv om modellen passer bra fra 1900 til 2004, stemmer
den darlig etter 2004. Det er temmelig sikkert at sysselsettingen i primernaringene ikke vil ha
gkt igjen helt opp til 8 % i 2020. En ma veere forsiktig med a tro at selv om en modell
stemmer bra opp til na, vil den fortsette a gjare det i fremtiden. Det er ikke lett  spa hva som
vil skje!

Oppgave 7
Tabellen viser den totale norske oljeproduksjonen i noen utvalgte ar fra 1970 til 2005.
Oljeproduksjonen O(x) er oppgitt i millioner kubikkmeter.

Ar 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005
@) 0 20 35 50 100 150 175 160

a) La x veere antall ar etter 1970 og lag med regresjon den tredjegradsfunksjonen som passer
best med tallene.

b) Hva vil produksjonen av olje vare i 2015 hvis vi bruker modellen?

c) I hvilket ar var produksjonen sterst ifglge modellen?

d) Nar slutter Norge a produsere olje ifglge denne modellen?

3.3 Eksponentiell regresjon

Det er ganske vanlig at nar en starrelse gker eller minker, sa skjer det omtrent med en fast
prosent per tidsenhet(time, dag, uke, ar...). Da vil en eksponentialfunksjon passe bra med
dataene.,

Tabellen nedenfor viser verdens folketall fra 1900 til 2005:

Ar Folketall
(milliarder)
1900 1,65
1950 2,52
1970 3,70
1980 4,40
1990 5,27
2000 6,06
2005 6,56
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Vi lar x veere antall ar etter 1900 (slik at 1900 svarer til x = 0, 1950 svarer til x = 50 osv.). Sa
legger vi punktene inn regnearket i Geogebra:

A | B |
1 0 165
2 50 252
3 70 37
4 80 44
5 90 527
6 | 100 6.6
7 | 105 656

Hvis vi praver med linezr regresjon, ser vi at en lineaer modell passer darlig. Derfor praver vi
en eksponentiell modell, slik:

Vi ser at en slik modell passer ganske bra, men ikke veldig bra:

i} 11 sl

BN Y

T o BEx =

Punktdiagram - oo

Y: B1:B7
I I I I I I I

; |Folketall /milliarder; i I
I I I I I I I
: : : : : : :

1 A N N SN S 9%
I I I I I I I I I I I I I
: : : : : : : : : : i : :

1 N S A DU NN A NS U S S S Z U R N
! : ! : ! ! : ! : L ! : !

: : : : : : : : > : : :

7 S S S N S S S S E ( Pl S N
I I I I I I I I - I I I I I
A s O

R — R S S S i - SR S SR S R
I I I I I I - I I I I I I I I
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R S Sy F F rTT N I

B | | | | | | | | x/ ar etter 190

=10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

X ATA7
Regresjonsmodell

Eksponentiell  ~| ¥ = 1.49984-1.01367"
Regnut: x= y =
Funksjonen som passer best (passe avrundet) er f(x)=1,5-1,014".

Fra vekstfaktoren 1,014 = 101,4 % ser vi at folketallet i gjennomsnitt gkte
101,4 % - 100 % = 1,4 % i aret fra 1900 til 2005.
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For & finne ut nar folketallet i verden passerer 12 milliarder ifalge denne modellen,
hayreklikker vi pa grafen og velger Kopier til grafikkfeltet. Sa legger vi inn linja
y = 12 og finner skjeeringspunktet. Da far vi en figur som likner pa denne:

Folketall / nillarder | i i 5 : i /

———2- —t— —] ——

1 (15713078, 12)

0 l 1 i i | | x [ ar etter 1900
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Vi finner at folketallet passerer 12 milliarder i 2053 ifglge var enkle modell. Bedre modeller
som befolkningsgeografer har laget, gir betydelig lavere verdier.

Oppgave 8
Tabellen nedenfor viser antall nordmenn over 100 ar for noen utvalgte ar i perioden 1975 —
2006:

Ar Antall nordmenn over 100 ar
1975 115
1980 158
1985 243
1990 300
1995 405
2000 414
2005 511
2006 533

a) Legg verdiene i tabellen inn i et koordinatsystem i Graph der x = 0 svarer til 1975.

b) Lag en linezer modell som passer til dataene i tabellen. Hvor mange nordmenn over 100 ar
vil det veere i 2030 i fglge denne modellen?

c) Lag en eksponentiell modell som passer til dataene i tabellen. Hvor mange nordmenn over
100 ar vil det veere i 2030 i falge denne modellen?

d) En prognose sier at antall nordmenn over 100 ar vil tredoble seg fra antallet i 2006 i lgpet
av de neste 10-15 ar (regnet fra 2014). Vurder hvordan denne prognosen passer med de to
modellene i b og c.
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3.4. Potensregresjon

En potensfunksjon kan skrives pa formen f(x)=a-x". Eksponenten b kan vare bade positiv
0g negativ, og trenger ikke vere et heltall.

Tabellen nedenfor viser tallet pa fasttelefonabonnementer i Norge fra 1950 til 2000.

Arstall 1950 1960 1970 1980 1990 2000
t / tusen 291 455 708 1114 2070 2446

| 1900 var antall telefonabonnementer omtrent null slik at vi lar x bety antall ar etter 1900 (x =
50 tilsvarer da 1950, x = 60 tilsvarer da 1960 osv.). Vi legger dataene inn i Geogebra og
velger potensregresjon. Da far vi en lignende figur som denne:

¥ Dataanalyse =

a5 g
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o @ Ex

»
Punktdiagram -~ oG
Y: B2:B7
| | | 1 1 | | | 1 1 | | |
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X AZ2:AT
Regresjonsmodell
Potens | y=0.00088 22
Regnut: x= 110 y= 3376.87543

Potensfunksjonen som passer best er t(x) = 0,00088x>?* (passe avrundet).

| falge modellen var antall fasttelefonabonnementer i 2010 omtrent lik 3377 tusen (se figuren
ovenfor). I virkeligheten var antallet lavere enn i 2000. Modellen stemmer darlig etter 2000
fordi mobiltelefonene da for alvor begynte & ta over.
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Oppgave 9

IJETE 8 Mercury| Venus | Earth Mars | Jupiter | Saturn

X 0.387 | 0.723 1.000 1.524 | 5203 | 9.539
y 0.241 0.615 1.000 1.881 11.862 | 29.458

Tabellen viser sammenhengen mellom avstanden x fra sola og omlgpstiden y for seks
planeter. Avstandene er malt i forhold til jordas avstand fra sola, og omlgpstidene er
malt i ar.

a) Finn den potensfunksjonen som passer best med opplysningene.

b) Uranus har en avstand fra sola som er 19,2 ganger starre enn jordas. Omlgpstiden
er 84,0 ar. Hvor godt stemmer dette med modellen?

c) Neptun har en omlgpstid pa 165 ar. Hvor stor er avstanden fra sola?

4. Mgnster i tall og figurer

Eksempel 5
Figuren viser et kvadrat bygget av 4 fyrstikker.
il. E—
Vi skal finne en formel (matematisk modell) for hvor mange
fyrstikker vi trenger for & lage flere sammenhengende kvadrater.
Vi ser at for a lage to kvadrater trenger vi 7 fyrstikker.
iI. —
For & legge pa et nytt kvadrat, trenger vi 3 fyrstikker til, altsa 10.
Vi kan si at antall fyrstikker er en funksjon av antall kvadrater. T— e —

Variabler, slik som antall kvadrater, som bare kan vere et helt tall, er
det vanlig a kalle n istedenfor x. Det er ogsa vanlig a skrive
funksjonsuttrykket som f, istedenfor f(n).

| dette eksemplet kan vi da skrive

For & finne en formel for hvor mange fyrstikker vi trenger for & lage n
kvadrater, legger vi merke til at vi starter med 4 og legger til 3 for
hvert nytt kvadrat vi legger til. Men hvis vi har n kvadrater, har vi lagt
til n -1 nye, hver med tre fyrstikker. Derfor har vi

f,=4+3(n—-1)=4+3n-3=3n+1
Formelen 3n + 1 kan vi ogsa finne bare ved a se pa tallene 4, 7 og 10

og gruble litt, eller ved a legge inn punktene (1,4), (2, 7) og (3,10) i
Geogebra og foreta en linegr regresjon.
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0 : l i i 1 ) : ' : Antall kvadrdter n
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5 5 5

Oppgave 10
Figurene viser en og tre trekanter som er bygget opp av fyrstikker.
a) Hvor mange fyrstikker f4 trengs for a lage 4 slike trekanter? / \
b) Finn en formel for f,. D

C) Hvor mange fyrstikker trengs for a lage 10 trekanter? —
d) U Hvor mange trekanter kan vi lage av 100 fyrstikker? / \ / \
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W Eksempel 6

L ..0 000 0000

Ty=1T,=3 T3=6 T;=10
Figuren viser trekanter som er bygget opp av kuler. Antallet kuler utgjer de fire forste
trekanttallene.
Viserat T,=T,+2, T,=T,+3, T,=T,+2.
DamavihaTs=10+5=1509 Te = 15 + 6 = 21.
Da antall kuler ikke gker like mye fra en trekant til den neste, kan en formel for Ty ikke veere
lineeer. Vi legger punktene (1,1), (2,3), (3,6) og (4,10) inn i regnearket i Geogebra og praver
polynomregresjon. Da finner vi

Y: B1.B4
10 y [kr -
&>
* x / km
L] 15 2 25 3 35 4 45
X AT1A4

Regresjonsmodell
Polynom - y=05z"+0.5a
2

Formelen for trekanttall nr. ner altsa T =0,5n%+0,5n = n+n

Vi vil finne hvor stor trekant vi kan lage med 1000 kuler. Det kan vi gjgre ved a tegne grafen
til funksjonen og finne skjeeringspunktet med linja y = 1000. Da finner vi at vi kan lage
trekant T44 med 1000 kuler. Da Tas = 990, far vi 10 kuler til overs.
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Utfyllingsoppgave — Mgnster i figurer

| denne oppgaven skal vi se litt pa hvordan vi kan ga frem for a finne menster i figurer.

(Eksamen 2P hgsten 2016)

Se pa figurene. Tenk: Hva skjer fra en figur til den neste? Beskriv hva du ser med ord og

marker pa figurene.

Tegn den neste figuren.
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Tell antall deler hver figur bestar av og sett dette inn i en tabell

x (Figur nr)

1

2

y (Antall

klosser)

Legg tabellen inn i et regneark i GeoGebra og utfar regresjonsanalyse. Velg den modellen

hvor punktene passer best med grafen.

Finn et uttrykk for antall klosser i figur Fn

(Lim inn GeoGebrabildet her)
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Hvor mange klosser vil det veere i figur F7?

Fremgangsmate:

Hvor stor figur kan du lage hvis du har 1000 klosser?

Fremgangsmate:

Hvor mange klosser vil du da ha igjen?

(Lim inn GeoGebrabildet her)
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Eksamensoppgaver modeller

El
(Eksamen hgst 2016, Del 2, 6p)

Fy F; F3
Snorre lager figurer av kvadratiske klosser etter et fast mgnster.
Ovenfor ser du figur F;, F, og F;.

a) Hvor mange klosser trenger Snorre for a lage F, og for a lage Fs?
b) Bestem et uttrykk for antall klosser i figur F, uttrykt ved n.

Snorre har 1000 klosser. Han vil lage en figur som er sa stor som mulig.

¢) Bruk formelen fra oppgave b) til & bestemme hvor mange klosser han far til overs nar
han har laget figuren.

E2
(Eksamen hgst 2016, Del 2, 8p)

Tabellen nedenfor viser pris og antall solgte enheter av en vare.

Pris (kroner) 15 19 24 30 34 42 50
Antall solgte enheter | 160 132 108 90 79 67 58

a) Bruk regresjon til & vise at funksjonen f gitt ved

f(x) 1600 - x98>
er en god modell for sammenhengen mellom pris og antall solgte enheter av varen.

b) Bruk graftegner til 4 tegne grafen til f for 15 < x < 50.

c) Bestem antall solgte enheter nar prisen er 45 kroner.

d) Bestem prisen nar antall solgte enheter er 100.

e) Bestem den gjennomsnittlige vekstfarten for funksjonen f fra x = 20 til x = 40.

Hva forteller svaret om antall solgte enheter?
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E3

(var 2012, Del 1)

Elev Praktisk situasjon Modell Spersmal

Stian Jeg har laget noen Jeg trenger en modell Hvor mye tjener jeg
armband. Armbandene som viser hvor mye jeg dersom jeg selger
skal jeg selge for kan tjene. fem armband?

50 kroner per stykk.

Sondre Jeg har kjept en krukke Jeg trenger en modell Hvor mange dager
med 150 drops. Hver som viser hvor mange gar det for jeg har
dag vil jeg spise fem drops jeg har igjeni spist opp halvparten
drops. krukka hver dag. av dropsene?

Sebastian Jeg skal klippe ut Jeg trenger en modell Hvor stort blir
rektangelformede som viser hvor stort arealet av et
taystykker i ulike arealet av hvert taystykke dersom
starrelser. Lengden av taystykke blir. jeg velger at
hvert tgystykke skal bredden skal veere
veere 2,0 cm stgrre enn 3,0 cm?
bredden.

Ovenfor har tre elever beskrevet tre ulike situasjoner.
Ta for deg hver av de tre situasjonene.

a)  Svar pa elevens spgrsmal.
b)  Foresla en matematisk modell.

c)  Sinoe om modellens begrensninger.
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E4
(host 2011, Del 2) &

Nils har funnet en bok pa loftet. Tippoldefaren til Nils Iante boka pa biblioteket og skulle
levert den inn igjen 23.11.1911.

Nils lurer pa hvor dyrt dette kunne blitt for tippoldefar dersom biblioteket hadde beregnet
gebyr for sen innlevering. Han ser for seg at biblioteket kunne beregnet gebyr etter to ulike
modeller.

Modell 1

Et gebyr pa 10 gre en uke etter at boka skulle veert levert inn igjen, og sa 5 are i tilleggsgebyr
for hver uke som gar etter det. (Det vil si at dersom boka hadde blitt levert tre uker for sent,
ville gebyret veert pa totalt 20 are.)

Modell 2

Et gebyr pa 10 gre en uke etter at boka skulle vert levert inn igjen, og deretter gker dette
gebyret med 0,2 % hver uke. (Det vil si at dersom boka hadde blitt levert tre uker for sent,
ville gebyret vert pa totalt 10,04004 gre.)

| denne oppgaven regner vi at det er 52 uker i et ar.

a) Tenk deg at tippoldefar leverer inn boka i dag. Regn at “i dag ““ er 23.11. 2011.
1) Hvor mye matte han ha betalt i gebyr dersom biblioteket hadde brukt modell 1?

2) Hvor mye matte han ha betalt i gebyr dersom biblioteket hadde brukt modell 2?

b) For hvilken av de to modellene kommer gebyret raskest opp i 10 kroner?
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E5
(var 2011, Del 2)

Vibeke har fatt en bakterieinfeksjon og tar tabletter med antibiotika. En tablett inneholder
220 mg antibiotika. Antall milligram antibiotika i kroppen reduseres med 11 % hver time.

a) Vibeke tar en tablett. Hvor mange milligram antibiotika er det igjen i kroppen hennes
1) etter én time?
2) etter atte timer?

Vibeke tar en tablett hver attende time.

b) Hvor mange milligram antibiotika har hun i kroppen rett etter at hun har tatt sin
1) andre tablett?
2) tredje tablett?

C) & skisser grafen som viser hvor mange milligram antibiotika Vibeke til enhver tid har
i kroppen det farste dggnet etter at hun begynte a ta tablettene.

E6
(host 2012, Del 1) &

Et fallskjermhopp kan deles inn i fire faser. | hver fase ser vi pa farten fallskjermhopperen har
loddrett nedover.

Fase 1:
Fallskjermhopperen forlater flyet. Etter tre sekunder er farten 25 m/s, og etter atte sekunder
har fallskjermhopperen nadd den maksimale farten, som er 50 m/s.

Fase 2:
Fallskjermhopperen faller med maksimal fart i fire sekunder.

Fase 3:
Fallskjermen lgses ut, og i lgpet av ett sekund minker farten til 5 m/s.

Fase 4:
Fallskjermhopperen fortsetter med konstant fart 5 m/s i atte sekunder fgr han nar bakken.

Lag en grafisk framstilling som viser hvordan farten til fallskjermhopperen varierer med tiden
i lgpet av hoppet.
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E7
(Eksamen hgst 2016, Del 2, 5p)

Nar en pasient har tatt en tablett, vil virkestoffet i tabletten brytes ned i kroppen.
Konsentrasjonen av virkestoffet i blodet vil avta eksponentielt med tiden.

Tabellen nedenfor viser konsentrasjonen i mikrogram per milliliter (wg/ml) av virkestoffet i
blodet 1 time etter og 24 timer etter at pasienten har tatt tabletten.

Timer etter at pasienten har tatt tabletten 1 24

Konsentrasjon av virkestoff i blodet (ug/ml) 0,5 0,05

a) Bruk opplysningene i tabellen til 2 bestemme en eksponentiell modell f(x) for
konsentrasjonen av virkestoffet i blodet x timer etter at pasienten har tatt en tablett.

b) Bruk modellen fra oppgave a) til & bestemme konsentrasjonen av virkestoffet i blodet 10
timer etter at pasienten har tatt en tablett.

En pasient begynner 4 ta tabletter. Han tar én tablett klokka 08.00 hver morgen og én tablett
klokka 20.00 hver kveld.

c) Bruk modellen fra oppgave a) til & bestemme konsentrasjonen av virkestoffet i blodet 30
timer etter at pasienten tok den farste tabletten.

E8

(Vr 2011, Del 2) &

Rebecca er pa ferie i Kina. Hun vil kjgpe sko til kjeresten, Isak, hjemme i Oslo. Kinesiske
skostarrelser er annerledes enn det hun er vant med fra Norge.

Nedenfor ser du hva Rebecca finner ut om kinesiske herresko.

* Den minste starrelsen er 20. Sko i starrelse 20 er 21,5 cm lange.
* Nar starrelsen gker med 1, gker skolengden med 5 mm.
* Kineserne bruker halvstarrelser, slik at for eksempel 37,5 er en mulig skosterrelse.

Rebecca vil sammenlikne norske og kinesiske skostarrelser. Hun setter opp tabellen nedenfor.

Minste skostarrelse @kning i lengde per starrelse Halvstarrelser
Kina 20 (lengde 21,5 cm) 5mm Ja
Norge 32 (lengde 21,75 cm) | 6,6 mm Nei

a) Hvor lang er en sko som har norsk skostarrelse 40?
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b) 1) Forklarat y=(x—20)-0,5+21,5 er en formel for a regne ut skolengden, y, nar du
kjenner den kinesiske skostgrrelsen, x.

2) Sett opp en tilsvarende formel for a regne ut skolengden nar du kjenner den norske
skostarrelsen.

c) Isak bruker norsk skostgrrelse 43. Hvilken kinesisk skostarrelse tilsvarer dette? Det er en
linezer sammenheng mellom norske og kinesiske skostarrelser.

d) Tegn av tabellen under i besvarelsen din. Fyll ut tabellen og finn den lineere sammen-
hengen.

Norsk skostarrelse Kinesisk skostarrelse
32
43
39

E9
(var 2012, Del 2)

Tabellen nedenfor viser konsumprisindeksen i Norge i perioden fra 1998 til 2011.

Arstall Konsumprisindeks
1998 100
1999 102.3
2000 1055
2001 108,7
2002 110,1
2003 1128
2004 1133
2005 1151
2006 117,7
2007 118.6
2008 1231
2009 1257
2010 128,8
2011 130.4
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a) Marker verdiene fra tabellen som punkter i et koordinatsystem der x - aksen viser antall
ar etter 1998 (1998 tilsvarer x =0) og y - aksen viser konsumprisindeksen.

Bruk regresjon til a finne en rett linje som passer med punktene i koordinatsystemet.
b) Hva vil konsumprisindeksen bli i 2030 ifelge modellen i a)?

Myndighetene har siden 2001 hatt som mal at konsumprisindeksen skal stige med 2,5 % per
ar.

c)  Hva ville konsumprisindeksen ha blitt i 2030 dersom den hadde steget med 2,5 % per
ar fra 2001 til 2030?

E10
(hest 2012, Del 2)
Maned Januar Mars Juni Juli August | Desember
Antall
kilogram 45 144 299 328 336 36
palser

Tabellen ovenfor viser antall kilogram pglser som ble solgt i en butikk noen maneder i 2011.

a) Framstill datamaterialet i tabellen ovenfor som punkter i et koordinatsystem der
x - aksen viser maned og y - aksen viser antall kilogram pglser.

(La x = 1 svare til januar, x = 2 til februar, x = 3 til mars, osv.)

b) Bruk regresjon til a bestemme en modell pa formen f (x) = ax® +bx?+cx+d som kan
brukes for & beskrive antall kilogram pglser som ble solgt per maned i lgpet av dette aret.

Tegn grafen til f i samme koordinatsystem som du brukte i a).
Butikken regner med at palsesalget vil vaere 20 % hgyere hver maned i 2012 sammenliknet

med tilsvarende méaned i 2011.

c) W I hvilke maneder i 2012 vil butikken da selge mer enn 300 kg pglser per maned
dersom vi tar utgangspunkt i modellen i b)?
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Ell

(var 2012, Del 2)
Tabellen nedenfor viser folketallet i verden noen utvalgte ar.

Avrstall 1927 1961 1974 1987 1999 2011

Folketall (milliarder) 2,0 3,0 4,0 50 6,0 7,0

La x veere antall ar etter 1900 (i 1900 er x =0, 11901 er x =1, og sa videre).

a)  Bruk regresjon til & vise at funksjonen f gitt ved f(x)=1,27-1,016* kan brukes som
modell for & beskrive hvordan folketallet i verden har endret seg i arene 1927-2011.

b)  Hvor mange prosent gker folketallet med per ar ifglge modellen i a)?
c)  Nar var folketallet 4,6 milliarder ifglge modellen i a)?
d)  Hvor lang tid gar det ifglge modellen i a) mellom hver gang folketallet fordobles?

Hvordan stemmer dette med tallene i tabellen ovenfor?

FN har utarbeidet prognoser som sier at folketallet i verden skal passere 8 milliarder i
2025 og 9 milliarder i 2045.

[ . :
e) &7 Vurder om modellen i a) passer med disse prognosene.

E12
(host 2011 Del 2)

Arstall

2005

2006

2007

2008

2009

2010

Innbyggertall

650

550

467

396

336

284

Endring fra
aret far

-100

Prosentvis
endring fra
aret far

-15,4 %
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Tabellen ovenfor viser innbyggertallet i en liten bygd i arene fra 2005 til 2010. Hans og Grete
vil ut fra tabellen lage en matematisk modell som kan brukes til & ansla innbyggertallet i
bygda i arene som kommer. Hans mener de bgr velge en linezer modell. Grete er ikke enig.
a)
1) Tegn av tabellen ovenfor i besvarelsen din. Fyll inn tallene som skal sta i resten av de
hvite feltene.

2) Bruk opplysningene i tabellen. Argumenter for at Hans og Grete ikke bgr velge en
linezer modell, og foresla hvilken type modell de ber velge.

La x veere antall ar etter 2005, og la f(x)veere innbyggertallet i bygda.
b) Bruk regresjon til & finne den modellen du foreslo i a).
c) 1) Hvavil innbyggertallet i bygda veere i 2020 ifglge modellen du fant i b)?
2) Hvor lang tid vil det ga far innbyggertallet er under 100 ifglge denne modellen?

Hans lager likevel en lineger modell. Han finner at y = —62x +635.

d) W Vurder om denne modellen kan brukes til & beskrive innbyggertallet i bygda i arene
fram til 2020.

E13
(host 2012 Del 2)

y Kroner
20000 |

19000
15000
17000
16000 |
15000 |
14000 |
13000 |
12000 |
11000 |
10000 |

Antall &r
[n] x

T T T T T T T T T T T T T T T
o 1 2 a 4 L] 5] 7 8 g 0 11 12 13 14 15

Guri setter et pengebelgp i banken. Grafen ovenfor viser hvordan belgpet vokser de 15 farste
arene. Vi antar at renten er den samme hvert ar.
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a) O sett opp et matematisk uttrykk som kan veere en modell for hvor mye penger Guri
har i banken etter x ar.

b) Hvor mye penger vil Guri ha i banken etter 20 ar ifglge modellen du satte opp i a)? Nar vil

belgpet hun har i banken, passere 50 000 kroner ifalge modellen?

El4
(var 2011, Del 2)

Per praver a finne en sammenheng mellom diameteren og volumet til kuler.
Han maler diameter og volum for noen kuler av ulik starrelse. Se tabellen nedenfor.

Diameter (cm) 3,0 6,0 10,0 16,0 26,0

14 113 525 2145 9200

\Volum (cm3 =mL)

a) 1) Bruk regresjon til & vise at funksjonen f gitt ved f (x) =0,52-x*° er en god modell for

sammenhengen mellom diameteren, x, og volumet, f ( X) , til kuler.
2) Tegn grafen til funksjonen f.

b) Finn diameteren til en kule med volum 1000 mL.

. 4
Per lzerte allerede i grunnskolen at formelen for volumet av en kule er vV = §7er derrer

radius i kulen.

c) Stemmer resultatet fra a) med denne formelen? Forklar.
E15

(hest 2011, del 2)

Haile Gebrselassie fra Etiopia har veert en av verdens beste langdistanselgpere. | tabellen
nedenfor ser du hans beste tider pa noen distanser.

Distanse X | 1 505 | 3000 | 5000 |10000 | 15000 | 16093 | 25000 | 42195
(i meter)
Tid T 3550 | 7,417 | 12,656 | 27,033 | 41633 | 44400 | 71,617 | 123,988
(i minutter)

a) Bruk regresjon til d vise at T =1,44-107-x*" er en modell for tiden T som funksjon av
distansen x for Gebrselassies resultater.

b) Tegn grafen til T.

¢) Hvor lang tid vil Gebrselassie bruke pa en halvmaraton (21097,5 m) ifalge modellen i a)?
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Pete Riegel har laget en modell som viser sammenhengen mellom tiden T1 en lgper bruker pa
en distanse D1, og tiden T lgperen bruker pa en distanse D».
Modellen ser slik ut:

1,06
L_[B
Tl D2

d) W Ta utgangspunkt i tiden Gebrselassie bruker pa 25 000 m, og regn ut hvor lang tid
han vil bruke pa en halvmaraton ifglge Riegels modell.
Hvordan passer dette svaret med modellen du fant i a)?

E16
(var 2013, Del 2)

Bilmerke Volvo
Bilmodell V50
Nybilpris i 2006 299 990
Antatt verdi i 2011 171 000
Verditap 128 900
Verditap arlig 25 780

| 2011 kjagpte Helene en brukthil. Hun fant da tabellen ovenfor pa Internett.
Alle belgp er oppgitt i kroner.

a) Forklar at det arlige verditapet pa bilen er beregnet ved hjelp av en lineeer modell og
bestem denne modellen.

Helene lurer pa om det vil veere mer realistisk a bruke en eksponentiell modell.

b)  Bestem en eksponentiell modell som totalt gir samme verditap pa bilen fra 2006 til
2011 som den linezere modellen.

c) Hvaer Helenes bil verd i 2013 ifglge den lineere modellen?
Hva er Helenes bil verd i 2013 ifglge den eksponentielle modellen?
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E17
(hest 2012, del 1)

Siri lager figurer av runde perler. Figurene ovenfor har hun kalt f1, f, og fs .

a) Felg samme mgnster, og tegn figuren f4.
Hvor mange perler vil det veere i figuren fs og i figuren fe ?

b) Sett opp en modell som viser antall perler i figuren f,, uttrykt ved n.
Bruk modellen til & bestemme hvor mange perler Siri trenger for a lage figuren fzs .

c) Hvaer den starste figuren f, Siri kan lage dersom hun har 1000 perler?

Kapittel 5. Prosentregning Side 115



E18
(var 2016, del 2)

Ved havets overflate er lufttrykket ca. 1000 hPa (hektopascal)

| denne oppgaven skal vi bruke sitater fra ulike nettsider og se pa noen modeller for hvor stort
luftrykket er x kilometer over havets overflate.

Sitat 1=
«| ufttrykket avtar med
ca. 12 % per km.»

Sitat 2;
«Grovi sett kan vi dele lufttrykket
pa to for hver 5,5 km aver
havoverflaten.»

Sitat 3:
«Man kan med ganske stor presisjon si
at lufttrykket avtar med 1 hPa for hver
& meter. Om du bor 80 meter over
havet, vil luftirykket vaare 10 hPa
lavere enn vad havets overflate.
Denne forenklede beregningen er
akseptabel for steder lokalisert inndil
noen hundre meter over havet.»

Sitat 4:
«Luftirykket i atmosfaeren
avtar raskt med h@gyden.
Alt pa toppen av

Mount Everest (8 848
meter over havoverflaten)
er det redusert til en
tredjedel =

a) Forklar at vi ut fra sitat 1 kan sette opp en modell f der f(x)= 1000 - 0,88"
Tegn grafen til f for 0< x <10.

b) Forklar at sitat 2 gir tabellen nedenfor.

Heryde over
havoverflaten (km) o 5,5 11 16,5
Lufttrykk (hPa) 1000 500 250 125

Bruk regresjon, og vis at opplysningene i tabellen gir en modell som er tilnzermet lik
modellen i a). Gi denne modellen navnet g. Tegn grafen til g for 0< X <10 i sammen
koordinatsystem som grafen til f.

C) Bruk sitat 3 til & bestemme en modell h. Tegn grafen til h for 0< x <10 i samme
koordinatsystem du har brukt tidligere i oppgaven. Kommenter siste setning i sitat 3.

d) Bruk hver av de tre modellene f, g, og h til & bestemme lufttrykket 8848 meter over
havoverflaten. Sammenlikn svarene du far med sitat 4 og kommenter.
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Fasit gvingsoppgaver modeller
Oppgave 1 a)ca. 0,95kg b) v(x)=0,19x+0,4
Oppgave 2 a) 94 grader b) T(x)=100-3x (=—3x+100) c) 76 grader d) -20 grader
Oppgave 3 a) B(x)=10000-0,965* b) ca. 65 timer
Oppgave 4 a) U(x)=—30X+200 b) 10 par
X

Oppgave 5 b) V(x)=(60—2x)2-x €) x=10cm, 16 000 cm® ( = 16 dm? = 16 liter)

Oppgave 6 a) f(x)=0,024x+3,3 b) 4,8 millioner c) 0,024 millioner =24 000 d) 12060
Oppgave 7 a) f(x)~-0,012x*+0,65x*—-3,1x+7 b) 60 c) 2002 — 2003 d) 2018
Oppgave 8 b) f(x)=13,5x+105, ca. 850 personer c) f(x)=132-1,049*, ca. 1830
personer d) En tredobling passer best med den eksponentielle modellen.

Oppgave 9 a) y=1,00-x"*° b) Den gir 84,1ar c) 30,1

Oppgave 10 a) 9 c) 2n+1 d) 49, 2 fyrstikker til overs

Fasit eksamensoppgaver modeller

El a) 38,62 b) F, = 3n? —3n+ 2 c) 80 til overs (kan lage F;3)

E2 a)vis b) graf ¢) 63 d) 26 e) —2,5, for hver krone prisen stiger, selges det 2,5 ferre enh.
E3 Stian: tjener=50x, x er antall armband, Sondre: dropslgjen=150-5x, x er antall dager
(drops igjen kan ikke ga under 0), Sebastian: areal=x(x+2), x er bredde (bredden kan ikke
veere 0 eller negativ)

E4 a) 1) 26005 gre = 260,05 kr 2) 324552 gre = 3245,52 kr ¢) Modell 1

E5 a)l) 196 mg 2) 87 mg b) 1) 307mg 2) 341 mg EG6 grafisk fremstilling

E7 a) f(x) =0,55-0,905% b) 0,2 ug/ml c) 0,421 ug/ml

E8 a) 27,0cm ¢) y=(x—32)-0,66+21,75 c) 35

E9 a) f(x)=2,26x+100,5 b) 172,7 c) 222,4

E10 a) (lag liste med punkt) b) f(x) = —1,00x3 + 10,4x2 + 20,9x + 14,7 c) fra juni til
oktober

E11 b) 1,6 % c) 1981 d) ca. 44 ar e) Modellen gir hgyere verdier enn FNs prognoser
E12 b) f(x)=650-0,848" c) 1)54 2) ca.1llar

E13 a) y=10000-1,05* b) 26530 kr c) Etter 33 ar

E14 b) 12,4cm E15 c) 61,0 min d) 59,8 min.

E16 b) 299900.0,894* ¢) 119000 kr 136 000 kr.
E17 a) 26 31 b) fa=5n+1 c) fie

E18 a) Vf=100% - 12 % = 88 % = 0,88. Startverdi = 1000, sa derfor 1000-0,88"x
b) Hayde: 0+5,5=5,5. 5,5+5,5=11. 11+5,5=16,5

Lufttrykk: 1000/2=500. 500/2 = 250. 250/2 = 125

¢) h(x) = 1000 — 125x. Siste setning viser modellens begrensning
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d) Ca. 325 hPa for f og g. (1000/3=333, sa stemmer bra for f og g).
Negativ verdi for h, se c)

Kapittel 5. Prosentregning

A0
| \
0.

| dette kapitlet skal vi repetere og utvide prosentregningen fra grunnskolen.

Hovedemnene er:

e Forsta hva prosent er.

e Regne ut hvor mange prosent noe er av noe annet (finne prosenttallet).

e Regne ut hvor mye en bestemt prosent av noe er (prosenttallet er oppgitt).

e Regne ut hvilket tall en startet med hvis prosenttallet og prosenten er oppgitt.

e Bruke vekstfaktor for a finne ny verdi hvis noe gker eller minker med et bestemt
prosenttall.

e Prosentpoeng.

Du far ogsa bruk for prosentregning i de fleste av de andre kapitlene i boka.
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Mal for kapittel 5. v
Prosentregning

Kompetansemal

Mal for opplearingen er at eleven skal kunne

regne med prosent og vekstfaktor, gjare suksessive renteberegninger og regne
praktiske oppgaver med eksponentiell vekst

Leeringsmal

Etter at du har arbeidet med dette kapittelet skal du sette kryss i de boksene som tilhgrer de
leeringsmalene du har oppnadd. Det er viktig at du er &rlig og at du ikke krysser i de boksene
som du faler at du ikke kan. Pa den maten vet du pa hvilket omrade du ma forbedre deg.

Etter dette kapittelet vet jeg

0 O I B

[

hva prosent betyr

hvordan jeg regner prosent av en mengde

hvordan jeg finner ny verdi nar prosentavslaget er gitt

hvordan jeg finner gammel verdi fra nedsatt verdi og oppgitt prosentavslag

hva vekstfaktor er og hvordan vi bruker den til & regne med renter og verdier som
strekker seg over lang tid

hvordan jeg legger inn prosentregningsformler i et regneark i Excel

Etter dette kapittelet kan jeg forklare

[]
[]
[]
[]

hvorfor prosent er et nyttig verktay

hvorfor jeg kan finne ny og original verdi ved & fa oppgitt prosentsats
hvordan jeg kan bruke veien om 1% i prosentberegninger

hva vi mener med eksponentiell vekst

Etter dette kapittelet kan jeg vurdere og

gi eksempler pa bruk av prosent og vekstfaktor i dagliglivet

lage og lgse tekstoppgaver knyttet til prosent

delta i en diskusjon rundt endring i prosent/verdi og oppgi begrunnelse for
argumentene dine

se sammenhenger ved hjelp av tabeller, diagram og funksjonsuttrykk
sortere informasjon oppgitt i tekst
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1. A regne ut en prosent

Alle har hgrt om prosent, men ikke alle har forstatt hva det egentlig er.
Her er et eksempel hvor det er naturlig a bruke prosentregning. Figuren under skal forestille
en liten klasse pa 10 elever. 4 av disse elevene fikk karakteren 5 i matematikk.

5 5 5 5

Dette er en annen klasse pa 30 elever. Her fikk 6 elever karakteren 5.

5 5 5 5 5 5

Den starste klassen har flest femmere, men alle vil vel likevel si at den minste klassen har best
resultater i toppen fordi den starste klassen har 3 ganger s mange elever, men bare 1,5 ganger
sd mange femmer-elever (6 : 4 = 1,5).

| slike situasjoner er det naturlig a regne ut bregkdelen av femmer-elever i hver klasse og
sammenligne stgrrelsen av brgkene .

Brgkdelen av femmer-elever i den minste klassen: —

Brgkdelen av femmer-elever i den starste klassen: —

Det er vanlig & gjere om brgkene til hundredeler for & sammenligne dem. Dette gjer vi lettest
ved a dividere teller med nevner i hodet eller pa kalkulator. Sa kan vi skrive svaret som
desimaltall, hundredeler eller prosenttall:

Bragkdelen av femmer-elever i den minste klassen: 4 =0,4= 40 =40%
10 100
. b 20

Bragkdelen av femmer-elever i den stgrste klassen: 20 =0,2= 100 =20%

Vi sier at 40 % av elevene i den minste klassen fikk 5, og 20 % av elevene i den starste
klassen fikk 5.

Prosent er bare en kortere mate a skrive hundredeler pa.

25 % betyr % som er lik 0,25 med desimaltall. 0,25 kaller vi prosentfaktor, og25 kaller vi

prosenttallet.
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Eksempel 1

En sofa koster 6000 kr. Selgeren gir 600 kr i rabatt. Hvor mange prosent rabatt gir han?

Vi finner ut hvor stor del 600 er av 6000 ved a regne ut brgken ot

6000
600

- - —100
000 0,1=10%

Han gir 10 % rabatt.

Oppgave 1
Jonas skal kjgpe en bukse til 500 kroner. Han oppdager en liten flekk pa buksen og blir derfor
tilbudt 100 kr i avslag. Hvor mange prosent avslag blir han tilbudt? Uten kalkulator!

Oppgave 2
Aisha hadde en timelgnn pa 150 kr. Hun fikk en lgnnsgkning pa 30 kr timen. Hvor mange
prosent utgjorde dette? Uten kalkulator!

Eksempel 2
| en klasse pa 25 elever kom 8 elever for sent til 1. time.

a) Hvor mange prosent kom for sent?
b) Hvor mange prosent kom tidsnok?

Vi regner ut forholdet 8/25. Disse tallene kan vi regne uten kalkulator:

8-4 32 32 0
25-4 100 7
a) 32 % kom for sent.
b) Resten kom tidsnok: 100 % — 32 % = 68 %

Oppgave 3
| en klasse pa 20 elever var det 14 jenter. Hvor mange prosent av elevene var jenter? Hvor
mange var gutter? Uten kalkulator
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Eksempel 3
2817 av 11 200 velgere stemte pa AP i et kommunevalg. Hvor mange prosent stemte AP?

2817 _ 0252 = 252 %

Vi gjegr om til desimaltall: =
11200

25,2 % av velgerne stemte AP.

Oppgave 4
| 2010 var det ca. 4 860 000 innbyggere i Norge. Av disse var 637 356 mellom 10 og 19 ar.
Hvor stor prosent av befolkningen var mellom 10 og 19 ar?

Ofte skal vi finne hvor mange prosent noe forandrer seg. Det gir samme type regning som i
eksemplene ovenfor

Eksempel 4
Ei bukse kostet 600 kr og ble satt ned 200 kr. Hvor mange prosent ble buksa satt ned?

Her skal vi finne ut hvor mye 200 kr er av 600 kr.

Vi gjer om til desimaltall: Prosentforandring = % = % = 0,333

Buksa ble satt ned med 33,3 %.

Fordi % = % =%vi| 0gsa mange si at den ble satt ned med 1/3 av opprinnelig pris.

Oppgave 5

Ei skjorte koster 300 kr. Tre skjorter koster da egentlig 900 kr, men du betaler bare for to, og
far derfor 300 kr i rabatt. Hvor mange prosent rabatt far du hvis du kjgper tre skjorter?

Uten kalkulator!

Eksempel 5
Jonas veide 80 kg. Etter en periode med mye usunn mat hadde vekten gkt til 88 kg. Hvor

mange prosent hadde vekten gkt?

Vi finner farst gkningen i kg. Den er 88 kg — 80 kg = 8 kg. Ferverdien var 80 kg.

Vi regner ut: 8% =01=10%

Vekten har gkt 10 %. Denne utregningen gjer vi uten kalkulator!
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Oppgave 6
Timelgnnen til Tahir gkte fra 160 kr til 176 kr. Hvor mange prosent gkte lgnnen?
Uten kalkulator!

Eksempel 6
Etter en mageinfeksjon sank vekten til Emma fra 64 kg til 60 kg. Hvor mange prosent minket

vekten hennes?
Hun mistet 64 kg — 60 kg = 4 kg

Vi finner forandringen i prosent ved a gjgre om til desimaltall

4
— = 10,0625 = 6,259
64 %

Vekten minket 6, 25 %.

Oppgave 7
| 1960 var verdensrekorden pa 500 m skayter for menn 40,20 s. | 2013 var den 34,03 s. Hvor
mange prosent sank rekorden fra 1960 til 2013? Bruk kalkulator

2. Prosentregning nar prosenttallet er oppgitt

| oppgavene over har vi brukt desimaltall i utregningen. Det kan vi fortsatt gjgre nar
prosenttallet er oppgitt.

En annen metode som kanskje er lettere a forsta, er farst a finne ut hvor mye 1 % tilsvarer.
Deretter kan vi finne ut hvor mye prosenttallet som er oppgitt tilsvarer.

Denne metoden kalles ofte “Veien om 17 og kan ogsa brukes til & lgse andre problemer som
omhandler forhold mellom to tall.

I eksemplene under viser vi begge metodene. Du velger selv hvilken du vil
bruke.

Eksempel 7
Pa en skole er det 600 elever. 20 % av elevene gar pa yrkesfag. Hvor mange elever gar pa

yrkesfag?

Metode 1: Metode 2:
Vi finner ut hvor mange elever 1 prosent utgjer: Vi gjgr om til desimaltall:
1%: 2% = 6 elever 20%=£=0,20
100 100
20%:20-6 =120 600 -0,20 =120

120 elever gar pa yrkesfag.
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Oppgave 8
| en klasse pa 30 elever hadde 60 % valgt 1P. Hvor mange elever hadde valgt 1P? Ikke bruk
kalkulator!

Eksempel 8
| en klasse pa 25 elever kom 32 % av elevene for sent. Hvor mange elever kom for sent?

Metode 1: Metode 2:
Vi finner ut hvor mange elever 1 prosent utgjer: Vi gjegr om til desimaltall:
1%: 22> = 0,25 elever 320 = = = 0,32

100 100
32%:32-0,25=8 0,32-25=38

8 elever kom for sent. Sammenlign med eksempel 2.

Oppgave 9

Pa en skole med 548 elever gikk 31 % av elevene pa Vgl. Hvor mange elever gikk pa Vg1?
Fordi prosenttallet ikke er helt ngyaktig, vil svaret ikke bli et helt tall.

Da ma du her runde det av til neermeste heltall!

Eksempel 9
Under et salg er det 40 % rabatt pa en bluse. Vanlig pris er 400 kr. Hvor mange kroner blir det

gitt i rabatt?

Metode 1: Metode 2:
Vi finner ut hvor mange kroner 1 prosent utgjar: Vi gjgr om til desimaltall:
1%: 22 = 4kr 40 % = — = 0,40
100 100
40 %: 40 - 4 kr = 160 kr 0,40 - 400 kr =160 kr

Rabatten er 160 kr.

Oppgave 10
| en klasse pa 30 elever sluttet 13,3 % i lgpet av skolearet. Hvor mange av elevene i klassen
sluttet?

Oppgave 11
| en bestemt type kunstgjadsel er det 17 % nitrogen, 13 % kalium og 5 % fosfor. Hvor mange
kilogram nitrogen, kalium og fosfor er det i en sekk med 40 kg gjgdsel?
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Oppgave 12
Pa de fleste matvarer unntatt mat betales en merverdiavgift (mva) pa 25 %. Hvor stor er
merverdiavgiften pa en vare som koster 90 kr uten mva?

3. Finne "forverdien” i prosentregning

Eksempel 10
Hvis prisen gker 10 % pa en vare som koster 500 kr, regner vi ut prisgkningen i kroner slik:

500-0,10=50

Hva om vi isteden far vite at 10 % gkning tilsvarer 50 kr, og ut fra dette skal beregne prisen
far gkningen?
Her viser vi bare metode 1, vi finner farst hvor mange kroner 1 % utgjer, sa 100 %:

1%: 22 = 5 kr
10
100%: 100 - 5 kr = 500 kr

Prisen far gkningen var 500 kr

Oppgave 13
En TV ble satt ned med 20 %. Da ble den 1000 kr billigere. Hvor mye kostet den fer den ble
satt ned? Ikke bruk kalkulator!

Eksempel 11
15 % av elevene pa en skole er dagligraykere. Dette utgjer 60 elever. Hvor mange elever er

det pa skolen?

Vi finner farst ut hvor mange elever 1 % utgjar, sa 100 %:
1 %: % = 4 elever
100 %: 100 - 4 elever = 400 elever.

Det er 400 elever pa skolen. Sjekk gjerne at 15 % av 400 virkelig er lik 60!

Oppgave 14
Marius jobbet 4 timer overtid en bestemt uke. Dette utgjorde 12,5 % av arbeidstimene hans.
Hvor mange timer jobbet han denne uka?
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4. Vekstfaktor: Finne ny verdi.

Mye prosentregning handler om a finne en ny verdi nar vi kjenner fgrverdien og vet hvor
mange prosent farverdien gker eller minker. Da er begrepet vekstfaktor sveert nyttig.

Vekstfaktoren er desimaltallet som forteller oss hvor mange prosent den nye verdien er av
den gamle verdien etter en endring.

Hvis verdien gker er vekstfaktoren stgrre enn 1

Eksempel 12

a) Prisen pa en bukse stiger med 13 %.

1) Hvor mange prosent er den nye prisen av den gamle prisen?
Den gamle prisen er 100 %. Den nye prisen er 100 % + 13 % = 113 % av den gamle

prisen.
2) Hva er vekstfaktoren?
Siden 113 % =— = 1,13, er vekstfaktoren 1,13

100

b) Arslgnna til Tina skte med 4 %

1) Hvor mange prosent er den nye lgnna av den gamle lgnna?
Den gamle lgnna er 100 %. Den nye lgnna er 100 % + 4 % = 104 % av den gamle lgnna.

2) Hva er vekstfaktoren?
104

Siden 104% = — = 1,04, er vekstfaktoren 1,04.

100

Eksempel 13
Hva er vekstfaktorene som svarer til en gkning pa 16 %? Pa 30 %? Pa 3 %? Pa 2,5 %?

P4 100 % ?

16 % gkning gir vekstfaktoren 100 % + 16 % = 116 % = 1,16.

30 % gkning gir vekstfaktoren 100 % + 30 % = 130 % = 1,30 (eller 1,3).
3 % gkning gir vekstfaktoren 100 % + 3 % = 103 % = 1,03.

2,5 % gkning gir vekstfaktoren 100 % + 2,5 % = 102,5 % = 1,025.

100 % gkning gir vekstfaktoren 100 % + 100 % = 200 % = 2,00 (eller 2).
100 % gkning er altsa en fordobling.

Oppgave 15
Skriv opp vekstfaktorene som svarer til en gkning pa 17 %, 60 %, 6 %, 7,5 %, 0,5 % og
200 %.
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Ny verdi = fgrverdi - vekstfaktor

Eksempel 14
Pa de fleste varer vi kjgper, er noe av prisen vi betaler en sakalt merverdiavgift (mva) til

staten. Pa mange varer er mva 25 % av prisen uten mva, som er den prisen butikken egentlig
tar for varen.
Prisen uten mva pa en mobiltelefon er 3040 kr. Hva er prisen med mva?

Vekstfaktoren som svarer til 25 % gkning er 100 % + 25 % = 125 % = 1,25.

Prisen med mva = 3040 kr-1,25 = 3800 kr .
(Det er altsa denne prisen vi ma betale i butikken.)

Oppogave 16
Pa mat er merverdiavgiften (mva) 15 %. Et brad koster 23,13 kr uten mva. Hva er prisen med
mva?

Hvis verdien synker er vekstfaktoren mindre enn 1

Eksempel 15
a) En T-skjorte blir satt ned 30 %.

1) Hvor mange prosent er den nye prisen av den gamle prisen?
Den gamle prisen er 100 %. Den nye prisen er 100 % — 30 % = 70 % av den gamle prisen
2) Hva er vekstfaktoren?

Siden 70 % = 17700 = 0,70, er vekstfaktoren 0,70.

b) Verdien av en bil sank med 6 % i lgpet av et halvt ar.
1) Hvor mange prosent er den nye verdien av den gamle verdien?

Den gamle verdien er 100 %. Den nye verdien er 100 % - 6 % = 94 % av den gamle .
2) Hva er vekstfaktoren?

Siden 94 % = % = 0,94, er vekstfaktoren 0,94

Oppgave 17
Ei bukse koster 500 kr i butikk A. I butikk B koster den 20 % mindre. Regn med vekstfaktor
pa samme mate som tidligere og finn hvor mye buksa koster i butikk B

Verdt & merke seg: Nar noe blir mindre, kan det i oppgaver sta at det minker, minsker, blir
lavere, avtar, settes ned eller reduseres.
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Eksempel 16
Hva er vekstfaktorene som svarer til en minking pa 38 %? Pa 5 %? Pa 1,5 %? Pa 95 %?

38 % minking gir vekstfaktoren 100 % — 38 % = 62 % = 0,62.

5 % minking gir vekstfaktoren 100 % — 5 % = 95 % = 0,95.

1,5 % minking gir vekstfaktoren 100 % — 1,5 % = 98,5 % = 0,985.
95 % minking gir vekstfaktoren 100 % — 95 % =5 % = 0,05.

Oppgave 18
Skriv opp vekstfaktorene som svarer til en minking pa 17 %, 50 %, 6 %, 7,5 % og 0,5 %.

Oppgave 19
Hvor stor blir den nye verdien i forhold til den gamle hvis noe minker med 50 %?

25

Med 100 %?

Oppgave 20
En ny bil koster 420 000 kr. Etter ett ar er verdien redusert med 15 %. Bruk vekstfaktor og
regn ut verdien til bilen etter ett ar

5. Flere prosentvise forandringer etter hverandre

Eksempel 17
| en frisgrsalong kostet en harklipp 400 kr. Ett ar senere hadde prisen gkt med 5 %, og etter

enda ett ar hadde den gkt med 10 % til. Hva var prisen til slutt? Hvor mange prosent hadde
prisen gkt i lgpet av disse to arene?
Vi bruker vekstfaktor og finner:

Pris etter ett &r: 400 kr-1,05 = 420 kr

Pris etter to ar; 420 kr-1,10 = 462 kr

462 kr
400 kr

=1,155=115,5%

Prisen har gkt med 115,5 % — 100 % = 15,5 %.
Legg merke til at den samlede prisgkningen er mer enn 5 % + 10 % = 15 %!

Det er ikke ngdvendig a regne ut prisen etter ett ar. Vi kan heller regne slik:
Pris etter to ar: 400 kr-1,05-1,10=462 kr
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Oppgave 21

| 2010 var timeprisen pa et bilverksted 900 kr. Den gkte med 6 % i 2011 og 8 % i 2012. Hva
var timeprisen i 2012? Hvor mange prosent steg timeprisen fra 2010 til 20127

Les helst oppgaven uten a regne ut timeprisen i 2011 (se eksempel 18).

Eksempel 18
Prisen pa et klesplagg er 500 kr. Prisen minker farst med 30 % og etter en stund gker den

igjen med 30 %. Hva er prisen til slutt?
Prisen til slutt: 500 kr-0,70-1,30= 455 kr

Hvorfor kommer ikke prisen tilbake til 500 kr i eksempel 19?

1. 30 % avslag pa 500 kr blir 150 kr, slik at ny pris blir 350 kr.

2. @kningen pa 30 % skal regnes av 350 kr, ikke 500 kr, slik at gkningen blir bare 105 kr.
3. Sluttprisen blir da 455 kr.

Oppgave 22

Prisen pa en vare var 200 kr. Den ble satt opp med 20 %. Salget gikk darlig, sa etter en stund
ble prisen satt ned med 20 %. Hva ble da prisen til slutt? Hvorfor ble ikke denne prisen

200 kr?

Oppgave 23
Spiller det noen rolle for sluttprisen pa en vare om den farst stiger 30 % og sa synker 20 %,
eller om den farst synker 20 % og sa stiger 30 %?

Eksempel 19
Sparing av penger pa en bankkonto er en vanlig anvendelse av flere prosentvise tillegg. Hvis

vi setter for eksempel 10 000 kr i banken 1. januar, vil vi etter ett ar fa renter av pengene slik
at belgpet pa kontoen gker. Renten er en viss prosent av det belgpet vi har pa kontoen.
Renteprosenten forandrer seg ofte, men her antar vi at prosenten holder seg fast pa 3 %
gjennom mange ar. Da regner vi slik:

Etter ett &r har vi i banken: 10000 kr-1,03 = 10300 kr .
Etter to ar har vi i banken: 10300 kr-1,03 = 10609 kr .
Etter tre ar har vi i banken: 10609 kr-1,03 = 10927,27 kr .

Vi ser at belgpet gker mer og mer for hvert ar, fordi vi far rente ogsa av de forrige ars rente.
Hvis vi vil regne ut hvor mye vi har etter 10 ar, kan vi regne ut det direkte ved a legge merke

til at vi ganger med 1,03 for hvert ar som gar. 1,03 multiplisert med seg selv ti ganger kan vi
skrive som potensen 1,03", som er lik 1,343916.

Etter ti ar har vi i banken: 10000 kr-1,03" = 13439,16 kr.

Legg merke til at penger i banken alltid regnes ngyaktig pa eret, altsa med to desimaler, selv
om minste mynten som brukes na er 1 krone.
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Oppgave 24
Finn farst ut hvordan du regner ut en potens pa kalkulatoren din, for eksempel 1,035%°.

Du setter 5000 kr i banken til 3,5 % arlig fast rente. Hvor mye har du i banken etter 5 ar?
Etter 10 ar? Etter 20 ar?

Eksempel 20
Det er vanlig 4 anta at verdien av en bil avtar med en fast prosent hvert ar, inntil den blir

vraket. En bil koster 380 000 kr som ny. Verdien minker 15 % i aret i 10 ar. Hvor mye er
bilen verdt etter 10 ar?

15 % minking svarer til vekstfaktoren 100 % —15 % = 85 % = 0,85. For hvert ar som gar,
finner vi verdien ved a multiplisere forrige ars verdi med 0,85. Etter 10 ar har vi multiplisert

nybilverdien med 0,85 10 ganger. Da far vi:

Verdien etter 10 ar: 380000 kr - 0,85 = 74800 kr (litt avrundet).

Oppgave 25
En baerbar PC koster 9800 kr som ny. Vi regner med at verdien minker med 25 % i aret, inntil
ingen vil ha den lenger nar den blir mer enn fem ar. Hvor mye er PCen verdt etter 5 ar?

25

' Eksempel 21
Arslgnna til Mona var 389 500 kr i 2012. Den hadde gkt med 2,5 % siden 2011. Hva var
arslgnna hennes i 2011?

Husk at 2,5 % gkning gir vekstfaktoren 100 % + 2,5 % = 102,5 % = 1,025.

X-1,025 = 389500
X= 389500 _ 380000
1,025

Arslgnna til Mona var 380 000 kr i 2011.

Oppgave 26
Tina veide 5150 g da hun var 7 uker gammel. Da hadde hun lagt pa seg 12 % siden hun var 5

25

uker. Hvor mye veide hun da hun var 5 uker gammel? '

Kapittel 5. Prosentregning Side 130




Y-

' Eksempel 22
Prisen pa en mobiltelefon er 3990 kr medregnet 25 % merverdiavgift (mva). Hva er prisen
uten mva? Hvor stor er merverdiavgiften?

x-1,25=3990
1,25

Prisen uten mva er 3192 kr.
Merverdiavgiften er 3990 kr — 3192 kr = 798 kr.

Oppgave 27

O

Prisen pa et brad er 26,60 kr, medregnet 15 % mva. Hva er prisen uten mva? Hvor stor er
merverdiavgiften pa bradet?

,A:‘

" Eksempel 23
Elevtallet i en klasse ved skoleslutt var 27. Det var 10 % lavere enn ved skolestart. Hvor

mange elever var det ved skolestart?

Her er det sa enkle tall at mange sikkert vil se svaret med en gang, men regnematen er slik:

Her har elevtallet minket s& vekstfaktoren ma vare mindre enn 1.
Vekstfaktoren er 100 % — 10 % = 90 % = 0,90.

x-0,90 = 27
x=£:30
0,90

Det var 30 elever ved skolestart.

Oppgave 28
Etter at Jostein hadde veert pa en ukes fottur, veide han 76 kg. Dette var 5 % mindre enn han

25

veide like for turen. Hvor mye veide han fgr turen? \ 4
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Oppgave 29
Hassan tjener 138 kr timen. Dette er 8 % mindre enn Saras timelgnn. Hva er Saras timelgnn?

(254

\\;‘i)

Oppgave 30
I juni og juli 2013 ble det i Oslo anmeldt 88 innbrudd i villaer. Dette var en nedgang pa

42,5 % fra aret far. Hvor mange innbrudd ble anmeldt i 2012? <

(254

" Eksempel 24
Prisen pa en vare er satt opp med 5 % fire ganger. Na koster den 243 kr. Hva kostet varen

opprinnelig?

Vekstfaktoren er 100 % + 5 % = 105 % = 1,05. Vi kaller den opprinnelige verdien for x. Da
kan vi sette opp likningen

x-1,05* = 243
X-1,2155 =243
1,2155

Varen kostet opprinnelig 200 kr.

Oppgave 31
Verdien til en aksje har sunket 3 % fem ganger pa rad. Na er den verdt 89 kr. Hva var den

verdt opprinnelig? <
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Blandede oppgaver
Bl
(Eksamen 1P hgsten 2012, Del 1)

Tidligere kostet en vare 50 kroner. Na koster varen 90 kroner.
Hvor mange prosent har prisen gkt med?

B2

Tidligere kostet en vare 90 kroner. Na koster varen 50 kroner.
Hvor mange prosent har prisen minket med?

B3
(Eksamen 1P hgsten 2011, Del 1)

| Igpet av noen ar steg Gretes lgnn fra 160 kroner per time til 184 kroner per time.
Hvor mange prosent steg timelgnnen?

B4
(Eksamen 1P varen 2015, Del 1)

Skriv som prosent
a) 0,451
b) —
B5
(Eksamen 2P varen 2015, Del 1)
En vare koster i dag 240 kr. Prisen er da satt ned med 20 %.

Hvor mye kostet varen far prisen ble satt ned?

B6
(Eksamen 2P varen 2016, del 1)

| butikk A koster en vare 150 kroner. | butikk B koster den samme varen 120 kroner.

a) Hvor mange prosent hayere er prisen i butikken A sammenlignet med prisen i butikk
B?

b) Hvor mange prosent lavere er prisen i butikk B sammenlignet med prisen i butikk A?
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B7
(Eksamen 2P hgst 2016, del 1, 1p)

Ved en skole er det 135 jenter og 115 gutter.
Hvor mange prosent av elevene er jenter?

B8
(Eksamen 2P hgst 2016, del 1, 1p)

En vare kostet like mye i butikk A og butikk B. Sa ble prisen endret.

| butikk A ble prisen farst satt opp med 10 %. Senere ble prisen satt ned med 10 %. | butikk B
ble prisen fgrst satt ned med 10 %. Senere ble prisen satt opp med 10 %.

Avgjar hvilken av de tre pastandene nedenfor som er riktig.

Pastand 1: Varen koster nd minst i butikk A.

Pastand 2: Varen koster nd minst i butikk B.

Pastand 3: Varen koster na like mye i de to butikkene.
B9

a) | et borettslag ble det stemt over et forslag som krevde 2/3 flertall for & bli vedtatt. 46 av
74 stemte for forslaget. Ble forslaget vedtatt?

b) 1 et annet borettslag stemte 81 for og 39 mot et forslag som ogsa krevde 2/3 flertall. Ble
dette forslaget vedtatt?

B10
(Eksamen 1P varen 2014, Del 1)

Det bor ca. 7,2 milliarder mennesker pa jorda. 15 % har ikke tilgang til rent vann.
Omtrent hvor mange mennesker har ikke tilgang pa rent vann?
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Bll
(Eksamen 2P varen 2008, Del 2)

I butikker ser en ofte tilbud av typen “’Ta tre, betal for to”.
Du far altsa tre varer til prisen for to.

a) En klesbutikk hadde et slikt tiloud pa T-skjorter. Der kostet én T-skjorte 129 kroner. Hvor

mange prosent avslag vil du fa ved a benytte deg av tilbudet Ta tre, betal for to”?

P2
b) Q-) | tegneseriestripen nedenfor har Pondus tolket tilbudet annerledes. Hvor mange
prosent avslag fikk han?

STIAL  NELNE\ /e RNOUG! KAN MED

WTRE  FIKKZEM.TL | [JEGNOEN-  WENET Wore!
AAGKER  GLUTT/KRANGLET| | GINNEGRPR  ALLE VER

CHAMPo7 BARE | ENRALY | | VENBUTIMKEN  BoRTEVETAT

TIME! 0A ReV GIEN7  WERGIFTMED

V| waneLAKATEN! B GRNL/

J

2

. nz‘i
P
AR

Hos en frisgr betaler du full pris for de fire farste klippene, men far 50 % rabatt pa det femte.
Hvor mange prosent rabatt far du hvis du ser pa disse fem klippene samlet?

B13
(Eksamen 2P varen 2011, Del 1)

Tegn av tabellen nedenfor i besvarelsen din og fyll inn det som mangler.

Prosentvis endring Vekstfaktor
+2%
-68%
0,25
2
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B14

a) | falge Aftenposten 20. juni 2013 har antall leverte brev per postkasse gatt ned fra 750 i ar
2000 til 450 i 2012. Hvor mange prosent har antall brev per postkasse minket?

b) W Posten antar at i 2020 vil antall brev ha falt til 230 per postkasse i aret. De sier at da
har to tredjedeler av posten forsvunnet pa 20 ar. Undersgk om denne pastanden er riktig.

B15

(&

(Eksamen varen 2013, Del 1) L

En vare koster na 210 kr. Prisen er da satt ned med 30 %.
Hva kostet varen far prisen ble satt ned?

B16
I mai 2013 eksporterte norske bedrifter varer og tjenester for 72,9 milliarder kroner. Dette var
11,2 % mindre enn i mai 2012. Hvor stor var eksporten i mai 2012?

B17
(Eksamen 1P hgsten 2012, Del 2)

Siri setter inn 12 000 kroner pa en ny bankkonto. Hun lar pengene sta urgrt og far 4,5 % rente
per ar.
Hvor mye vil hun ha pa kontoen etter 15 ar?

B18
(Eksamen 1P varen 2010, Del 1)

Stian har en bil som i dag er verdt 270 000 kroner. Verdien til bilen har avtatt med 10 % det
siste &ret. Vi antar at verdien vil fortsette & avta med 10 % hvert ar i arene framover.

1) Hvor mye vil bilen veere verdt om ett ar?
2) Hvor mye var bilen verdt for ett ar siden?
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B19

(Eksamen 1P varen 2011, Del 1) o/

En vare selges i to forskjellige butikker. Prisen er den samme i begge butikkene. |
butikk A settes prisen opp med 20 %. | butikk B settes prisen fagrst opp med 10 %
0g sa etter noen dager med 10 % til. Marit pastar at prisen da fremdeles er den
samme i begge butikkene.

Forklar Marit hvorfor dette ikke er riktig. Bruk gjerne et eksempel nar du forklarer.

B20
(Eksamen 1P varen 2012, Del 1)

En bil koster 250 000 kroner. Bilens verdi avtar med 15 % per ar.

Forklar hvilket av regnestykkene nedenfor som kan brukes for & finne hvor mye bilen er verd
etter 10 ar.

250000-15

1) 250 000-10-
100

2)  250000-0,15°
3) 250 000-0,85"

B21

Fra 2009 til 2012 steg norske boligpriser i gjennomsnitt med 8,3 % hvert ar. Hvor mange
prosent steg boligprisene totalt fra 2009 til 2012? (Nei, svaret er ikke 24,9 %!)
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B22

(Eksamen 1P varen 2010, Del 2) o/

Ola skal bygge hus. Huset vil koste 2 300 000 kroner. Han har 150 000 kroner i banken.
Resten ma han lane. 1 Husbanken far han lane 80 % av det huset vil koste. Renten i
Husbanken er 4 % per ar. Resten av pengene ma han Iane i en privat bank til 6 % rente per ar.

a) Hvor mye penger far Ola lane i Husbanken, og hvor mye ma han lane i den private
banken?

b) Hvor mange kroner ma han til sammen betale i renter i Husbanken og den private banken
det farste aret?

Ola kan trekke fra 28 % av rentekostnadene pa skatten. Dette kalles et skattefradrag.

¢) Hvor store blir renteutgiftene til Ola det farste aret, dersom vi tar hensyn til
skattefradraget?

B23

En bensinstasjon reklamerer for bilvask: “Kjep kupongkort med 5 vask, betal for 3. Spar
40 %.” Stemmer dette?

B24
(Eksamen 1P varen 2014, Del 2)

Prisen pa en vare er satt opp 10 % fem ganger. Opprinnelig kostet varen 246 kroner.

a) Hvor mye koster varen na?

b) Hvor mange prosent er prisen totalt satt opp?

Prisen pa en annen vare ogsa satt opp 10 % fem ganger. Na koster varen 550 kroner.

C) & Hva kostet denne varen opprinnelig?
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B25
(Eksamen 2P hgst 2016, del 2, 6p)

1. september 2016 kjepte Monica en hytte. Hun lante da 1 000 000 kroner av foreldrene.
De inngikk falgende avtale:

- Renten pa lanet skal veere 2,5 % per ar.

- Tilbakebetalingen skal skje ved at Monica overfagrer 100 000 kroner til foreldrenes
konto 1. september hvert ar til lanet er nedbetalt.

- Farste overfaring skal skje 1. september 2017.

| denne oppgaven skal du lage et regneark som viser

« hvor mye Monica skylder foreldrene etter hver overfgring fram til lanet er nedbetalt
« hvor mye Monica betaler i renter, og hvor mye hun betaler i avdrag hvert ar
« hvor mye Monica totalt vil ha betalt i renter i lgpet av nedbetalingstiden

Nedenfor ser du et eksempel pa hvordan de farste radene i regnearket kan se ut. Husk at du i
starst mulig grad skal benytte formler, slik at lgsningen blir dynamisk, og at formlene som er
brukt, skal komme Klart fram i besvarelsen din.

A B C D E F

o
. Lan - Hytte
2 |Lanebelgp: kr 1000 000,00
3 |Rente (%): 2,5 Vekstfaktor: 1,025
4 |Innbetaling: kr 100 000,00
5
6 |Dato: Skyldig belgp for innbetaling: Innbetaling: Skyldig belgp etter innbetaling: Betaltiavdrag: Betaltirenter:
7 | 01.09.2016 kr 1000 000,00 kr 0,00 kr 1 000 000,00 kr 0,00 kr 0,00
8 01.09.2017 kr 1025 000,00 kr 100 000,00 kr 925 000,00 kr 75 000,00 kr 25 000,00

Kapittel 5. Prosentregning Side 139



Fasit gvingsoppgaver prosentregning

Oppgave 1 20 %

Oppgave 2 20 %

Oppgave 370 %, 30 %

Oppgave 4 13,1 %

Oppgave 5 33,3 %

Oppgave 6 10 %

Oppgave 7 15,3 %

Oppgave 8 18

Oppgave 9 170

Oppgave 10 4

Oppgave 11 6,8 kg 5,2kg 2,0 kg
Oppgave 12 22,50 kr

Oppgave 13 5000 kr

Oppgave 14 32 timer Oppgave 15 1,17
1,60 1,06 1,075 1,005,3

Oppgave 16 26,60 kr Oppgave 17 400 kr

Oppgave 18 0,83 0,50 0,94 0,925 0,995

Oppgave 19 Halvparten, null
Oppgave 20 357 000 kr

Fasit blandede oppgaver prosentregning

Oppgave 21 1030 kr 14,48 %
Oppgave 22 192 kr. Fordi grunnlaget for
nedgangen er stgrre enn far gkningen.
Oppgave 23 Nei

Oppgave 24 5938,43 kr, 7052,99 kr,
9948,94 kr

Oppgave 25 2326 kr

Oppgave 26 4105 ¢

Oppgave 27 23,13 kr, MVA er 3,47 kr.
Oppgave 28 80 kg

Oppgave 29 150 kr

Oppgave 30 153

Oppgave 31 104 kr

B180 %

B2 44,4%

B3 15 %

B4 a) 45,1 % b) 20
B5 300 kr

B6 a) 25 % b) 20 %
B7 54 %

B8 Pastand 3

B9a) Nei b)lJa
B10 1,08 milliarder

B1la) 33,3% b) 60 %
B12 10 %
B131,02 0,32 -75% +100%

Bl4a) 40% b) Ja, omtrent
B15 300 kr

B16 82,1 milliarder
B17 23223,39 kr
B18 1) 243 000 kr 2) 300 000 kr

B19 Pris: 100,- gir A=120,- og B=121,-
(110+11 for andre gkningen i B)
B20 Alternativ 3

B21 27,0 %

B22 a) 1840000 kr, 310 000 kr b)
92 200 kr c) 66384 kr

B23 Ja

B24a) 396 kr b) 61% c) 341 kr
B25 renter totalt: 163 740,03
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Kapittel 6. Statistikk

Tid brukt pa Facebook: fordelt pa Innhold

Hjem/Nyhetveggen
Profiler

Bilder

Apps

Annet

Modell: metronet.no

Dette kapitlet handler blant annet om:

e Beregne gjennomsnitt og andre sentralmal.

e Framstille data i frekvenstabeller.

e Beregne standardavvik og andre spredningsmal.

e Framstille data i sgyle-, sektor- og andre typer diagrammer.
e Bruke Excel til & gjere statistiske beregninger.

350 000 -
300 000 A -[lc-vrrcerrmgaeees
250 000 -
200 000 -

Antall

150 000 -
100 000 +-
50 000 -

0-9 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 60-69 70-79 80-89 90-
Alder
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Mal for kapittel 6. Statistikk l . %'

Kompetansemal

Mal for opplearingen er at eleven skal kunne

e planlegge, gjennomfare og vurdere statistiske undersgkelser

« beregne og drafte sentralmal og spredningsmal

e beregne og gjaere rede for kumulativ og relativ frekvens, representere data i tabeller og
diagrammer og drgfte ulike dataframstillinger og hvilket inntrykk de kan gi

« gruppere data og beregne sentralmal for et gruppert datamateriale

o bruke regneark i statistiske beregninger og presentasjoner

Leeringsmal

Etter at du har arbeidet med dette kapittelet skal du sette kryss i de boksene som tilhgrer de
leeringsmalene du har oppnadd. Det er viktig at du er @rlig og at du ikke krysser i de boksene
som du fgler at du ikke kan. Pa den maten vet du pa hvilket omrade du ma forbedre deg.

Etter dette kapittelet vet jeg

1 hvordan jeg setter data inn i en tabell med frekvens, relativfrekvens, kumulativ
frekvens og relativ kumulativ frekvens

hvordan jeg tegner diagrammer for hand

hvordan jeg tegner diagrammer i Excel

hvordan jeg finner sentralmal: gjennomsnitt, typetall og median

hvordan jeg finner spredningsmal: variasjonsbredde og standardavvik

hvordan jeg kan finne sentralmal og spredningsmal ved hjelp av Excel
hvordan jeg finner gjennomsnitt i et klassedelt materiale

hvordan jeg kan finne hvilken klasse medianen er i et klassedelt materiale

N O B o

Etter dette kapittelet kan jeg forklare

hvilken informasjon relativ frekvens og kumulativ frekvens gir
hva ulike sentralmal forteller om et datamateriale

hva ulike spredningsmal forteller om et datamateriale

hva vi mener med et klassedelt materiale

I O B

Etter dette kapittelet kan jeg vurdere og

1 argumentere rundt og sammenligne praktiske situasjoner ut i fra tallverdien til
sentralmal og spredningsmal
1 velge hensiktsmessige hjelpemidler nar jeg jobber med statistiske beregninger
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1. Hva er statistikk?

Statistikk handler om & trekke informasjon ut av et datamateriale og a framstille materialet pa
oversiktlige mater. Et datamateriale bestar av mange tall, og hvert tall kaller vi gjerne en
observasjon. Eksempler pa datamateriale:

Standpunktkarakterene til alle elevene i 2P som var oppe til eksamen
Hgydene til alle som er pa militeersesjon et ar

Antall mal en bestemt fotballspiller har scoret i hver kamp han har spilt
e Maksimumstemperaturen pa Blindern hver dag i 2013

Vi bruker karakterene i to 2P-grupper med tilsammen 50 elever som eksempel:

23133 51224 62212 3124452233 12425 44123 2231542152
32431

Dette ser uoversiktlig ut. Vi framstiller derfor tallene i en frekvenstabell og som et diagram.

2. Frekvenstabeller

En frekvenstabell viser hvor mange ganger hver dataverdi forekommer. | datamaterialet
ovenfor er det seks dataverdier (de seks mulige karakterene), og det er 10 elever som har fatt
karakteren 3. Vi sier at frekvensen til karakteren 3 er lik 10. Et annet ord for frekvens er

hyppighet.

Frekvenstabellen blir slik:

Karakter | Frekvens
1 9

17

10

8

5

1

OO WIN

Vi bgr regne ut summen av alle seks frekvensene og sjekke at den blir lik antall observasjoner
(her 50).

Ofte er det mer opplysende a finne ut hvor stor del av datamaterialet hver frekvens utgjgr. Det
oppgir vi i prosent og kaller det relativ frekvens. Her er et eksempel pa utregning:

Relativ frekvens for karakteren 4: % =0,16=16 %
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Her er tabellen en gang til hvor vi har tatt med relative frekvenser:

Karakter | Frekvens Relativ frekvens
1 9 18 %
2 17 34 %
3 10 20 %
4 8 16 %
5 5 10 %
6 1 2%

Sjekk at summen av de relative frekvensene blir 100 %.

Tabellen under er utvidet slik at den ogsa viser kumulativ frekvens og relativ kumulativ
frekvens. Ordet kumulativ betyr “oppsamlet”.

Karakter | Frekvens | Relativ frekvens | Kumulativ frekvens | Relativ kum. fr.
1 9 18 % 9 18 %
2 17 34 % 26 52 %
3 10 20 % 36 72 %
4 8 16 % 44 88 %
5 5 10 % 49 98 %
6 1 2% 50 100 %

Dette betyr for eksempel at 36 av de 50 elevene fikk 3 eller darligere og at dette utgjer 72 %

av elevene.

Oppgave 1

Las denne oppgaven uten kalkulator.
Noen elever ble spurt om hvor mange PCer, nettbrett og mobiler det til sammen var i
familien. De ga fglgende svar:

356447 4475

Framstill disse dataene i en tabell som viser frekvenser, kumulative frekvenser, relative
frekvenser og relative kumulative frekvenser.
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3. Diagrammer
3.1 Sgylediagram (stolpediagram)

Tallene i en frekvenstabell kan vi ogsa framstille i et diagram. Det er mest aktuelt & gjere
dette i del 2 - oppgaver, og da kan vi bruke regnearket Excel. Men du bgr ogsa kunne tegne et
diagram pa papir i del 1.

Det er noen sma forskjeller pa menyer og kommandoer mellom H S ¢ BE-
0 . o . HJEM SETTINN SIDEOPPSETT FOF
Excel pa Windows og Excel pa Mac. Teksten beskriver

LI : .o =
. . . o D - Calibri -114 -|A a =
Windows-versjonen. Hvis du bruker Mac far du et ark av tim S fku-E- oea- =B
leereren som beskriver forskjellene pa de to versjonene. Ulppstare = -
a2 - S| o
- A B
Vi bruker en tabell over elevfraveer som eksempel: 1 Antall fravaersdager Antall elever
2 0 8
. . . . 1 9
Legg inn dataene som du vil lage seylediagram av i Excel. Merk . 2 1
ut med pekeplate eller mus dataomrédet. Ikke ta med eventuell ~ ° : ;
overskrift. 7 5 1
] 6 1
9

Velg fanen Sett inn og Anbefalte diagrammer. | nytt vindu velg gnsket diagram og klikk ok:

H - iy =
HIEM SIDEOPPSETT ~ FORMLER ~ DATA  SEGIENNOM  VISNING  TILLEGG
[F RS Cal- n ]: ]: ]:uu E
? . o leg » Ml Store i [l “@ e ™ N =
Pivottabell Anbefalte Tabell  Bilder Bilderps vy Appd - Y = Pivotdiagram  Kart Power  Linje Kolonne Vinning/  Slic
pivottabeller Internett @i+ 7 - - View tap
Tabeller Tlustrasjener Tillegg Diagrammer 5 Omvisninger Rapporter Sparkline-grafikk
A2 - fillo n
sminnm P[]
A B 1 / \ |
1 | Antall fravaersdager Antall elever anpgflaite diagrammer | Alle Nagrammer 1
2 0 8 .
— ~  Gruppert stolpediagram
3 1 9 :
Diagramittel
4 2 4 | | ) ¢
s 3 3 el .|} "
6 4 4 s
7 5 1 - ‘ s
s 6 1 el s
— 4
9 3
10 2
11 : [ ] [ ]
12 B [} 1 2 3 a 5 6
13
1 Et gruppert stolpediagram brukes til & sammenligne verdier pa tvers av
noen kategorier. Bruk det nar rekkefalgen p3 kategoriene ikke er viktia.
15
16
17
18
19
2 N_
21 5
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Formatering av diagrammet, diagramtittel oq aksetitler:

Velg enten fanen hurtigoppsett eller + tegnet til hgyre pa diagram vinduet.

H 9 & % - Bokl - Excel DIAGRAMVERKTOY
HIEM = SIDEOPPSETT FORMLER DATA SE GIENNOM VISNING TILLEGG UTFORMING FORMAT
L] - — — Pa— . o
L e || | M. Bused e M. 1l
Legg til Endre {8 B Lills - dal__ [ 5 == | E'H ==

urtigoppsett,
diagramelement - -
Diagramapps®

farger =

Diagramstiler
Diagram3 ~ f.\'

A B C D E F G H ’ 1 \

1 | Antall fraveersdager Antall elever . )
Diagramtittel

2 0 8
3 1 9 v

9
4 2 4 8
5 3 3 7
6 4 4 6
7 5 1 N

s
8 6 1 R
3 B I
10 .
1 ) [ | [ ]
12 o 1 2 3 4 5 3
13
14

Skriv inn gnsket tekst inn i feltene diagramtittel og aksetittel:

H - & % - BokL - Excel DIAGRANMVERKTEY
HIEM SETTINN SIDEOPPSETT FORMLER DATA SE GIENNOM VISNING TILLEGG UTFORMING FORMAT

L] — c— - - - e _—
d - — — .
P [T | [ e e | .
Legg il Hurtigoppsett  Endre IEE Ll s - dal__ E ull=- k.. Lkl o Byttrad
diagramelement - - farger v kolonn
Diagramappsett Diagramstiler D
Diagram3 ~ f\
A 8 c D E F G H 1 ) K
1 | Antall fraveersdager Antall elever ] ) . DIAGRAMELEMENTER
Diagramtittel
2 0 8 . Akser
3 1 9 s @ Aksetitler
a 2 4 N Diagramtittel
3 3 7 [[] Dataetiketter
3 6 [ Datatabell
6 4 4 3 [ Feilfeit
7 2 1 N Rutenett
g 6 1 3 [ Forkaring
9 N [ Trendlinje
10 0 H BN
1 0 1 2 3 a 5 6
:
13
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Diagrammet ferdig:

Fordeling antall fravaersdager Vs antall elever

10

8 I
. I I I I H =
0 1 2 3 4 5

6

[e)]

IS

Antall elever

N

Antall dager

Av og til vil du lage diagrammer hvor det er mer enn en kolonne for hver dataverdi. Et
eksempel kan veere fraveeret i flere klasser som skal sammenlignes. Da merker du bare ut alle
kolonnene det skal lages sayler av. Resten blir som for.

3.2 Sektordiagram
I mange tilfelle hvor man ikke har for mange dataverdier, er det vanlig & lage et sektor-

diagram (populert kalt “kakediagram™). Vi gar fram pa samme méate som for et
stolpediagram, men velger Sektor istedenfor Stolpe. Med tallene fra forrige eksempel far vi da

dette diagrammet:

Diagramtittel

—

0 m] =2 w3 u4 =5 m6

Det er en sektor for hver av de sju verdiene til antall fraveersdager. Disse verdiene er
fargekodet, og koden star til hgyre. | svart-hvitt er det vanskelig & se hva som er hva.

Vise den relative frekvensen i prosent for hver av sektorene. Velg fanen utforming og velg et
av diagramstilene:
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H-- g8 % - Bokl - Excel VERKTEY
HIEM SETTINN SIDEOPPSETT FORMLER DATA SE GJENNOM VISMING 'I'ILLEGG< UTFORMING >FDRMAT
= L] aeni == e =
" “aEY ® @
Legg til Hurtigoppsett  Endre v’ -

diagramelement ~ - e

Diagramoppsett < Diagramstiler >
Diagram4 ~ | ﬁ
A B C D E F G H 1
1 | Antall fravaersdager Antall elever
2 0 8 DIAGRAMTITTEL
6
3 1 9 35% 3%
4 2 4
Y
5 3 3
6 4 4
7 5 1
8 6 1
9
10
11
12
13 30 %
14

Til slutt skriver du inn en passende diagramtittel.

FORDELING ANTALL 6DAGER VS ANTALL ELEVER

3% 3%

13 % 27 %

14 % 1
30 %

Det er mulig a lage mye “pynt” pa diagrammene. Ikke bruk tid pé det, 1 hvert fall ikke pa
prgver!

Et diagram skriver du ut pa vanlig mate etter & ha klikket pa det. Da far du bare med
diagrammet, ikke hele regnearket.

Oppgave 2
Framstill frekvenstabellen i oppgave 1 som et sgylediagram og som et sektordiagram.
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3.3 Linjediagram (kurvediagram )

Linjediagrammer brukes nesten bare for & vise hvordan noe utvikler seg over tid. Det betyr at

pa vannrett akse har vi som regel timer, dager, uker, maneder eller ar.

| Excel lager du et linjediagram pa samme mate som et stolpediagram.

30
29,5
29
28,5
28
27,5
27
26,5
26

Phuket (Thailand)

Januar +

Mars +

April 1

Mai |

Juni

Juli +

August +

September +

Oktober +

November +

Desember

Kilde: http://www.yr.no

(01.04.2011)
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3.4 Tegne sektordiagram for hand

| del 1 kan du hende at du blir bedt om & tegne et sektordiagram pa papir. Da vil det bare vare
noen fa sektorer, og det vil veere tall som skal veere mulig a handtere uten & veere veldig god i
hoderegning.

For a tegne et bra sektordiagram trenger du passer, gradskive og linjal.

Eksempel 1
En del mennesker ble spurt om de var forneyd med regjeringen. 60 % svarte “ja”, 30 %

svarte “nei” og 10 % svarte “vet ikke”. (Dette er altsd de relative frekvensene for
dataverdiene.)

Vi vil lage et sektordiagram som illustrerer svarene. Vi regner da ut hvor mange grader hver
av de tre sektorene ma fylle. Hele sirkelen utgjer 360°.

Ja-sektoren ma fylle 360°-0,6 =216°.

Nei-sektoren ma fylle 360°-0,3 =108°.
Vet ikke-sektoren ma fylle 360°.0,1=36°.

Vi lager en litt stor sirkel med passer og bruker gradskive til & lage de tre sektorene med riktig
gradtall. Til slutt skriver vi passende tekst i hver sektor. Resultatet skal veere omtrent slik:

Vet ikke
10%

Nei
30 %

Oppgave 3

To Kklasser pa 60 elever skal ha aktivitetsdag. 12 elever gnsker langrenn, 22 slalam, 18 aking
og 8 fottur. Lag et sektordiagram pa papir (og uten kalkulator) som illustrerer denne
svarfordelingen.

Tips: Legg merke til at 360/60 = 6. En elev svarer altsa til 6 grader.
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Utfyllingsoppgave — Diagrammer

| denne oppgaven skal vi utforske bruk av ulike diagrammer og se hvordan vi kan tegne dem

for hand og i Excel

Oppgave 1

Pa eksamen kommer det ofte oppgaver hvor du skal tegne et «hensiktsmessig» diagram.

Fyll inn tabellen under slik at du far en oversikt over de ulike diagramtypene og nar det er

hensiktsmessig & bruke dem

Diagramtype

Skisse av diagramtypen

Nar bruker vi denne diagramtypen?

Stolpediagram

(seylediagram)

Sektordiagram

(kakediagram)

Linjediagram

(kurvediagram)
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Oppgave 2

Karakter | Frekvens
1 9

2 17

3 10

4 8

5 5

6 1

Tabellen viser karakterfordelingen pa en matematikkeksamen pa en skole.

a) Hvorfor vil sektordiagram kunne vare hensiktsmessig a bruke her?

b) Kunne man brukt et stolpediagram istedenfor? Begrunn svaret

c) Hvorfor vil ikke et linjediagram veere hensiktsmessig i denne situasjonen?

d) Tegn et sektordiagram i Excel

(Lim inn Excelbildet her)
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e) Fyll ut tabellen og tegn sektordiagrammet for hand

Karakter Frekvens Gradtall

1
2
3
4
5
6
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Oppgave 3

Antall fraveersdager Antall
elever

0 8

1 9

2 4

3 3

4 4

7 1

9 1

10 1

11 1

12 1

15 1

Tabellen viser fraveersdager for en klasse pa Vg2.

a) Hvorfor er det ikke hensiktsmessig a bruke et sektordiagram her?

b) Hvorfor er stolpediagram det mest hensiktsmessige?

¢) Hva ma du veere oppmerksom pa her nar du skal tegne stolpediagrammet?
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d) Tegn diagrammet for hand.

e) Tegn diagrammet i Excel.

(Lim inn Excelbildet her)
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Oppgave 4

Ar Antall kamper
1986 1
1987 2
1988 4
1989 10
1990 9
1991 6
1992 4
1993 9
1994 11
1995 11
1996 4

Tabellen viser antall spilte landskamper for en fotballspiller i perioden 1986-1996.

a) Hvorfor er et linjediagram mest hensiktsmessig a bruke her?

b) Tegn et linjediagram for hand
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c) Tegn et linjediagram i Excel.

(Lim inn Excelbildet her)

Oppgave 5

| media kan vi av og til finne diagrammer som er ikke sier noe feil, men som fremstiller data
pa en mate som kan misforstas eller gi feil inntrykk. Kan du finne et slikt eksempel og lime

inn her?

Hvorfor tror du diagrammet er laget pa denne maten?
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3. Sentralmal

Et sentralmal er et tall som viser hovedtendensen i et datamateriale. De vanligste
sentralmalene er gjennomsnitt, median og typetall.

4.1 Gjennomsnitt

Vi finner gjennomsnittet av et datamateriale ved a legge sammen alle observasjonene og
dividere med antall observasjoner.

Eksempel 2
Haydene til 10 gutter (i cm) er 187, 182, 175, 184, 173, 180, 182, 177, 171, 186.

Vi regner ut summen av hgydene: 187 + 182 + 175 + 184 + 173 + 180 + 182 + 177 + 171
+186 = 1797.

Gjennomsnittet er 1797 cm /10 = 179,7 cm.

Oppgave 4
Noen elever ble spurt om hvor mange PCer, nettbrett og mobiler det til sammen var i
familien. De ga fglgende svar:

356447 4475

Finn gjennomsnittlig antall “datadingser” i disse familiene.

Oppgave 5

a) Kan en gjennomsnittshgyde veere starre enn alle haydene som er brukt for a regne ut
gjennomsnittet?
b) Kan alle hgydene vere lik gjennomsnittshgyden?
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Eksempel 3
Hvis datamaterialet er satt i en frekvenstabell, finner vi gjennomsnittet slik:

Karalkter Frelvens Karakter * Frekvens
1 Q 9
2 17 34
3 10 30
4 8 32
5 5 25
6 1 6
Sum =50 mum = 136

Dette viser at summen av alle 50 karakterene er 136.
Gjennomsnittskarakteren er 136 / 50 = 2,72

Oppgave 6

Taiba spiller handball. Hun har laget en tabell som viser antall mal hun har scoret i kampene.
Tabellen viser for eksempel at i 5 av kampene har hun scoret 2 mal i hver kamp. Frekvensene
er her antall kamper hvor hun har scoret 0 mal, 1 mal, osv.

Antall mal | Antall kamper
0 2

Oy | tn | = | [ B | =
b Ch | 00|~ | th | W

a) Hvor mange kamper har hun spilt?

b) Lag en ekstra kolonne og finn ut hvor mange mal hun har scoret tilsammen pa disse
kampene.

¢) Hvor mange mal har hun scoret i gjennomsnitt per kamp?

4.2 Median

Medianen i et datamateriale er den midterste verdien nar materialet er sortert i stigende
rekkefglge.
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Eksempel 4
Hva er medianen for karakterene 4, 2, 2, 5 og 1?

Vi ordner dem i stigende rekkefglge: 1, 2, 2, 4, 5. Da ser vi at medianen er 2.

Eksempel 5

Hva er medianen for karakterene 4, 2, 2,5, 1 og 3?

Vi ordner dem i stigende rekkefalge: 1, 2, 2, 3, 4, 5. Da ser vi at det er ikke noe tall ngyaktig i
midten. | slike tilfelle er medianen definert som gjennomsnittet av de to verdiene naermest

midten. Derfor er medianen % = g =25,

Oppgave 7

a) Finn medianen i dette datamaterialet, som viser antall baker noen tilfeldige elever hadde
lesti2012: 6,2,1,0,4,1,7,0,3.

b) Finn medianen i dette datamaterialet, som viser antall fraveersdager for noen elever: 2, 4, 0,
0,1,2,31,4,1,2,0.

Hvis datamaterialet er ordnet i en frekvenstabell, er medianen den minste dataverdien hvor
den relative kumulative frekvensen er starre enn eller lik 50 %.

Karakter | Frekvens | Kumulativ frekvens | Relativ kum. fr.
1 9 9 18 %
2 17 26 52 %
3 10 36 72 %
4 8 44 88 %
5 5 49 98 %
6 1 50 100 %

Her er medianen lik 2.

4.3 Typetall

Typetallet i et datamateriale er den dataverdien som forekommer flest ganger (“er typisk for’)
i datamaterialet.

Eksempel 6
Typetallet i karaktereksemplet ovenfor er 2, fordi det er flest elever som har fatt 2 (17 elever).

Oppgave 8
Finn typetallet i datamaterialet i oppgave 1.
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4. Spredningsmal

Et spredningsmal er et tall som sier noe om hvor stor spredning det er pa tallene i et
datamateriale.

5.1 Variasjonsbredde

Det enkleste spredningsmalet er variasjonsbredde.

Variasjonsbredden i et datamateriale er forskjellen mellom starste og minste verdi i
materialet.

Eksempel 7
| oppgave 7a hadde vi tallene 6, 2, 1, 0,4, 1, 7, 0, 3, som var antall leste bgker i 2012. Starste

verdien er 7 bagker og minste er 0 bgker. Variasjonsbredden er 7 bgker — 0 bgker = 7 bgker.

Oppgave 9
Atte jenter lgper 100 m. Tidene i sekunder er 15,6 17,8 14,4 18,2 16,3 14,9 15,8 17,1.
Finn variasjonsbredden.

5.2 Standardavvik

Ofte gir ikke variasjonsbredden et godt bilde av spredningen. For eksempel kan vi tenke oss
en 2P-gruppe hvor nesten alle elevene fikk karakter 3, mens en elev fikk 1 og en fikk 6. I en
annen gruppe fikk to elever 1, fire fikk 2, fem fikk 3, fire fikk 4, tre fikk 5 og to fikk 6.
Variasjonsbredden er 5 i begge gruppene, men det er likevel naturlig & si at det er mer
spredning i karakterene i den andre gruppen.

Standardavvik er et spredningsmal som sier noe om hvor “bred” en fordeling er. Det venstre
diagrammet nedenfor viser et datamateriale med lite standardavvik og det hgyre et med stort
standardavvik.

Den ngyaktige definisjonen av standardavvik er litt vanskelig, sa vi tar den ikke med her.
Heldigvis er det bare aktuelt 3 beregne standardavvik i del 2-oppgaver, og da kan vi gjare det
ved a bruke regnearket Excel slik det er forklart i neste delkapittel.
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Lite standardavvik. Stort standardavvik.

5. Beregning av sentralmal og spredningsmal i Excel

De sentral- og spredningsmal i 2P som kan vare aktuelle & beregne i Excel er gjennomsnitt,
median, typetall og standardavvik. Men husk at gjennomsnitt og median med enkle tall ma du
ogsa kunne beregne uten hjelpemidler.

Viktig: alle formler og kommandoer ma begynne med likhetstegn (=).

I.  Klikk pa cellen som skal inneholde sentralmalet og sett inn et likhetstegn (=).

1. Skriv inn gnsket kommando med parentestegn: Gjennomsnitt(dataomrade) eller
Median(dataomrade) eller Modus(dataomrade), modus er det samme som typetall eller
STDAV.P.(dataomrade), standardavvik.

I1l.  Bruk musepekeren og marker dataomradet til kommandoen og trykk Enter.

HIEM  SETTINN =SIDEOPPSETF FORMLER  DATA  SEGIENN( i Ikonet fX pé’ Verktﬂyllnjen eren hurtlgfunksjon Da

* far du likhetstegn inn i cellen. Og tilgang pa alle
Excel kommandoer i et nytt vindu.
wenom...- | : [ X e Vi kan bytte mellom a se formler og beregninger i
Antall fravaersdager Antall elever EXC8| VEd é taSte (Ctrl + \). ApOStl‘Ofe = (Shlﬁ: +

0 8
tasten bak pluss) eller Velg fane-formler deretter

verktgyikon-Vise formel.

e Paen prgve ma du legge ved utskrift av bade

Lim
inn

[ e
R W AW

1
2
3
4
5
6
7
8
9

Gjamfms.m@ resultater og formler med navn pa rader og pa
kolonner.
Eksempel 8

Vi har malt hgyden til 7 jenter. Haydene i cm er: 177,164, 170, 168, 172, 161, 169.

Bildet under viser hvordan vi finner medianen, gjennomsnittet og standardavviket til disse
hgydene i Excel. Til venstre ser vi formlene som ma skrives inn og til hgyre hvordan
resultatene blir.
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A B ; A [ B

1 1

2 Hayde i cm 2 Hayde i cm

3 177 3 177
4 164 4 164
3 170 ] 170
6 168 f 168
7 172 7 172
g 161 8 161
9 169 q 169
10 10

11 Antall: = ANTALL(B3:B9) 11 Antall: 7
12 Gjennomsnitt: =GJENNOMSNITT(B3:B9) 12 Gjennomsnitt: 168,7
13 Standardavvik: =STDAV.P(B3:B9) 13 standardavvik: 48
14 Median: =MEDIAN(B3:B9) 14 Median: 169

Formelen for antall i B11 trenger vi egentlig ikke her. Den er bare tatt med for a vise at Excel
lett kan telle opp antall celler i et omrade; her antall hgyder.

6. O Klassedelt (gruppedelt) materiale

Nar det er mange ulike dataverdier er det upraktisk a ta med alle i en frekvenstabell. Et
eksempel er inntektsstatistikk hvor inntekten kan ha tusenvis av forskjellige verdier. Da
grupperer vi verdiene i klasser (grupper) og finner frekvensen for hver klasse.

Her er et eksempel pa en klassedelt frekvenstabell som viser inntekten til lannsmottakerne i
en tenkt kommune. Inntektene er oppgitt i tusener av kroner.

Inntekt Frekvens
[0, 100> 467
[100, 200> 678
[200, 300> 1490
[300, 400> 2653
[400, 500> 3785
[500, 750> 4106
[750, 1000> 987
[1000, 5000> 45
N = 14211

Dette betyr for eksempel at det var 678 lennsmottakere som hadde en inntekt fra og med
100 000 kr og inntil 200 000. En inntekt pa ngyaktig 200 000 kr faller i neste klasse, nemlig
[200, 300>. Nederst i frekvenstabellen har vi regnet ut det totale antall Iannsmottagere (N).

Legg merke til alle klassene ikke behgver 2 ha samme bredde. Bredden til klassen [300, 400>
er 100, mens klassebredden til [1000, 5000> er 4000.
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7.1 Gjennomsnitt i klassedelt materiale

Fordi vi ikke kjenner alle verdiene i et klassedelt materiale, gar det ikke an a finne en ngyaktig
verdi for gjennomsnittet. Det beste vi kan gjare er a anta at alle verdiene i en klasse er lik
verdien midt i klassen. Da utvider vi tabellen og regner slik:

Inntekt Frekvens f Midtpunkt Xm X, - f
[0, 100> 467 50 23350
[100, 200> 678 150 101700
[200, 300> 1490 250 372500
[300, 400> 2653 350 928550
[400, 500> 3785 450 1703250
[500, 750> 4106 625 2566250
[750, 1000> 987 875 863625
[1000, 5000> 45 3000 135000

N =14211 Sum = 6694225

Gjennomsnittet blir da 6694225 : 14211 = 471, som tilsvarer 471 000 kr.

L4 7.2 Median i klassedelt materiale

Heller ikke medianen er det mulig a finne ngyaktig i et klassedelt materiale. For & finne en
tilneermet verdi lager vi forst en tabell som viser kumulativ frekvens:

Inntekt Frekvens Kumulativ
frekvens

[0, 100> 467 467

[100, 200> 678 1145
[200, 300> 1490 2635
[300, 400> 2653 5288
[400, 500> 3785 9073
[500, 750> 4106 13179
[750, 1000> 987 14166
[1000, 5000> 45 14211

N =14211

Hvis alle inntektene var ordnet i stigende rekkefglge, ville medianen vere inntekten pa plass
nr. 14212 : 2 = 7106 . Vi ser av kolonnen med kumulativ frekvens at denne inntekten ligger i
klassen [400,500>. For a beregne en best mulig verdi for medianen ma vi anta at alle de 3785
inntektene i denne klassen ligger jevnt fordelt innenfor klassen.
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Eksamensoppgaver statistikk

El
(Eksamen var 2010, Del 1)

| fjor kom alle elevene i en matematikkgruppe opp til eksamen i 2P. De
oppnadde disse resultatene:

1,6,54,3,2,55,2,4,2,2,6,4,3,3,5,4,4,5

1) Lag en tabell som viser frekvens og kumulativ frekvens.
2) Finn medianen og gjennomsnittet for datamaterialet.

E2
(Eksamen hgst 2016, Del 2, 6p)

Klasse 2A har hatt matematikkprgve. De 15 elevene i klassen fikk disse poengsummene:

31 8 24 9 24 14 26 13
26 4 13 27 12 20 28
a) Bestem gjennomsnittet og medianen for poengsummene.

Pastand 1: Gjennomsnittet er 7,0 % lavere enn medianen.
Pastand 2: Medianen er 7,5 % hgyere enn gjennomsnittet.

b) Avgjgr om hver av pastandene ovenfor er riktige.
C) Bestem standardavviket for poengsummene.

15 elever fra klasse 2B har hatt samme prave. | denne klassen ble gjennomsnittet for
poengsummene 18,6 og standardavviket 5,9.

d) Hva kan du si om poengsummene i 2B sammenliknet med poengsummene i 2A?
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E3
(Eksamen hgst 2016, Del 1, 3p)

Tabellen nedenfor viser hvor mange poeng hver av de 30 elevene i en 2P-gruppe fikk pa en
matematikkprave.

Poeng Antall elever
(frekvens)
[0,5) 4
[5,10) 12
[10,15) 10
[15,20) 0
[20,25) 4

a) Bestem gjennomsnittet for det klassedelte datamaterialet.

Per var en av elevene som hadde prgven. Han fikk 10 poeng og pastar at han var blant den
beste halvdelen av elevene.

b) Kan Per bruke medianen for datamaterialet til & begrunne pastanden sin?

E4
(Eksamen var 2011, Del 1)

Nedenfor ser du hvor mange mal som ble scoret i fotballkampene mellom
Rosenborg og Brann i Eliteserien i arene fra 2005 til 2009:

5504352022

1) Finn gjennomsnittet og medianen for dette datamaterialet.

2) Sett opp resultatene i en tabell. Tabellen skal vise frekvens og kumulativ
frekvens.

3) Hva er den kumulative frekvensen for to mal, og hva betyr dette?

ES
(Eksamen var 2016, Del 1)

Dato | Temperatur
01.03 2°C
02.03 0°C
03.03 -4°C
04.03 -6 °C
05.03 2°C
06.03 6°C

Guro malte temperaturen utenfor hytta de farste seks dagene i mars. Se tabellen ovenfor.

Bestem variasjonsbredden, gjennomsnittet og medianen for temperaturmalingene.
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E6
(Eksamen hgst 2016, Del 1, 4p)

Sondre solgte frukt og grannsaker pa torget 20 lgrdager i lgpet av 2016. Hver av de 20
Igrdagene skrev han opp hvor mange kunder han hadde. Han laget ogsa en tabell. Tabellen ser
du nedenfor, men her mangler noen av tallene Sondre satte inn.

Antall kunder Frekvens Relativ frekvens Kumulativ frekvens
[0,50) 0,05
[50,100) 6
[100,150) 8
[150,200) 20

a) Tegn av tabellen ovenfor, og fyll inn tallene som mangler.
Gjer beregninger eller forklar hvordan du tenker.

Nedenfor ser du listen der Sondre har skrevet opp hvor mange kunder han hadde hver av de
20 lgrdagene. Tre av tallene er skjult under flekker.

116 100 ‘ 125 185 125 150 ’ 60 75

120 50 140 175 . 88 133 96 105 169

b) Foresla tre mulige tall som kan std under de tre flekkene slik at de 20 verdiene ovenfor
gir resultatene i tabellen.

E7
(Eksamen hgst 2012, Del 1)

Alle som gar pa tur til Pollfjell, skriver navnet sitt i boka som ligger
i postkassen pa toppen av fjellet. Nedenfor ser du hvor mange som
har skrevet seg inn i boka hver uke de 12 siste ukene.

6 12 20 4 10 15 5 12 8 12 18 10

Bestem gjennomsnittet, medianen, typetallet og variasjonsbredden
for dette datamaterialet.
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ES8
(Eksamen var 2012, Del 1)

Antall Antall
datamaskiner elever

1 3

2 4

3 3

4 6

5 2

6 2

20 elever blir spurt om hvor mange datamaskiner de har hjemme. Se tabellen ovenfor. Finn
variasjonsbredden, typetallet, medianen og gjennomsnittet.

E9
(Eksamen hgst 2016, Del 2, 2p)

Tid brukt pd ulike massemedier en glennomsnittsdag

v .
Papiravier - 16
Ukeblader I 2
a o 4o (=] ao 100 LD 140

Mlbnuthber

Diagrammet ovenfor viser hvor mange minutter personer i Norge brukte pa ulike
massemedier en gjennomsnittsdag i 2015.

Lag et sektordiagram som viser hvor stor andel av tiden som ble brukt pa hvert av de ulike
massemediene.
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E10
(Eksamen hgst 2012, Del 2)

Ar 1986 | 1987 | 1988 | 1989 | 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996

Antall 1 2 4 10 9 6 4 9 11 11 4
kamper
per ar

Antall 0 0 2 3 3 2 0 5 1 4 0
mal
per ar

Tabellen ovenfor viser hvor mange landskamper Jan Age Fjgrtoft spilte, og hvor
mange mal han skaret per ar i perioden 1986-1996.
a) Hvor mange mal skaret Fjgrtoft i gjennomsnitt per kamp i denne perioden?

| hvilket ar skaret han flest mal per kamp?

b) Tegn av tabellen nedenfor i besvarelsen din, og fyll inn tallene som mangler.
Hva er den kumulative frekvensen for to mal per ar, og hva forteller dette svaret?

Antall amé\ Frekvens Kumulativ
per ar frekvens

0

1

2

3

4

5
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Ell

(Eksamen var 2013, Del 2)

Stortinget ved starten av perioden 2009-2013

Parti Antall representanter
Arbeiderpartiet 64
Fremskrittspartiet 41
Hayre 30
Sosialistisk Venstreparti 11
Senterpartiet 11
Kristelig Folkeparti 10
Venstre 2

a) Lag et sektordiagram som illustrerer opplysningene gitt i tabellen ovenfor.

Stortinget ved starten av perioden 2009-2013

Parti Antall kvinner Antall menn
Arbeiderpartiet 32 32
Fremskrittspartiet 10 31
Hayre je] 21
Sosialistisk Venstreparti 3 8
Senterpartiet T 4
Kristelig Folkeparti 4 6
Venstre 2 0

b) Lag et passende diagram som illustrerer opplysningene gitt i tabellen ovenfor.
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E12
(Eksamen hgst 2008, Del 2)

Lengdehopp er en gren av friidrett som gar ut pa a hoppe sa langt man kan i et hopp. |
konkurranser har man som regel tre hopp, der det beste hoppet teller.

Anna og Petra konkurrerer om a kvalifisere seg til lengdehoppkonkurransen i et
friidrettsstevne. De far ti hopp hver, og den beste av dem er kvalifisert til konkurransen. Her
er resultatene (oppgitt i meter) fra kvalifiseringen:

Hopp | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Anna | 510 | 545 | 592 | 410 | 523 | 532 | 589 | 491 | 437 | 542
Petra | 544 | 580 | 567 | 574 | 572 | 504 | 573 | 553 | 559 | 583

a) Finn gjennomsnitt og median for hver av de to jentenes resultater.
b) Finn variasjonsbredde og standardavvik for hver av de to jentenes resultater.

(3>

C) " Foretaen vurdering av jentenes resultater og det du fant i a) og b), og argumenter for
hvem du synes skal bli kvalifisert.

E13
(Eksamen hgst 2010, Del 2)

| klasse 1A er det 12 jenter og 12 gutter. Nedenfor ser du hvor mange timer de bruker pa
lekser hver uke.

Jentene: 7,5,5,7,7,6,8,8,5,4,6,10

Guttene: 2,5,6,7,9,6,4,9,12,2,13,3

Bruk ulike sentral- og spredningsmal og gjer rede for hva dette datamaterialet viser om
jentenes og guttenes arbeidsvaner i denne klassen.
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E14
(Eksamen var 2012, Del 2)

Phuket (Thailand) Antalya (Tyrkia)
0 30
29,5 TN
25 - -
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Ovenfor ser du linjediagram som viser gjennomsnittstemperaturen per maned ved

to kjente feriesteder.

a) Bruk diagrammene og lag en tabell som viser gjennomsnittstemperaturen
per maned for hvert av de to stedene Phuket og Antalya.

b) 1) Finn gjennomsnittstemperaturen per ar for hvert av de to stedene.
2) Finn standardavviket for temperaturene i a) for hvert av de to stedene.

Jon pastar at det er godt samsvar mellom diagrammene og resultatene fra b).

Asbjarn er enig, men mener at diagrammene lett kan tolkes feil.

c) u Forklar hvorfor diagrammene lett kan tolkes feil.
Hvordan kunne diagrammene veert laget for 4 unnga dette?
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E15
(Eksamen var 2010, Del 2)

Antall Totalvekten av | Gjennomsnittsvekten
Ar
laks laksen (kg) for laksen (kg)

2000 3447 14550 4,22
2001 5694 24218 4,25
2002 3142 1) 5,51
2003 4401 22425 5,10
2004 2928 17979 2)

2005 5783 28144 4,87
2006 6507 26695 4,10
2007 3555 21074 5,93
2008 4782 28903 6,04
2009 3916 24361 6,22

Tabellen ovenfor viser hvor mange laks, totalvekten av laksen og gjennomsnittsvekten for
laksen som er fanget i elva Gaula i Sgr-Trgndelag de siste ti arene.
a)  Hvilke tall skal sta i tabellfeltene som er merket 1) og 2)?

b)  Lag et passende diagram som viser hvor mange laks som er fanget i Gaula per ar de siste

ti arene.

c) Finn gjennomsnittet av og standardavviket for totalvekten av laksen fanget i Gaula per ar

de siste ti arene.
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El6

(Eksamen hgst 2011, Del 2)

a)  Finn median, gjennomsnitt og standardavvik for tallmengden:

2 5 21 15 17 5

9

19

Vi dobler alle tallene i tallmengden og far:

4 10

42 30 34

10 14

10 18 38 20 28 14 6

7 3 2 11

13

b)  Finn median, gjennomsnitt og standardavvik for denne tallmengden.

Sammenlikn med resultatene fra a) og kommenter.

Berit far en idé og setter opp tabellen nedenfor.

4 22 26

Tallmengde 1

5| 21| 15 17| 5 9 19| 10 14(7 |3 11 13
15 tall
Tallmengde 2
De 15 tallene 10| 42| 30| 34| 10 | 18 | 38| 20| 28|14 6 22| 26
doblet
Tallmengde 3
De 15 tallene 15| 63| 45 51| 15 | 27 57 30| 42(21|9 331 39
tredoblet
Tallmengde 4
De 15 tallene 20 84| 60| 68| 20 [ 36 | 76| 40| 56(28]|12 44 52
firedoblet
Hun beregner median, gjennomsnitt og standardavvik for hver av tallmengdene og péstar at
hun har funnet regler som sier noe om hvordan medianen, gjennomsnittet og standardavviket
endrer seg nar tallene i en tallmengde dobles, tredaobles, firedobles osv.
C) & Formuler disse reglene, og gi en begrunnelse for at de er riktige.
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E17
(Eksamen hgst 2012, Del 2)

Nr Resultat Utever Land Verdensdel
1 8,47  Christian Reif B Tyskland Europa

2 846 Dwight Phillips L& usa Nord-Amerika
3 8,40 Fabrice Lapierre Australia Oceania

4 8,35 Alain Bailey }:‘ Jamaica Sor-Amerika
5 8,33 Chris Noffke ﬂ Australia Oceania

6 8,30 Irving Saladine i! Panama Ser-Amerika
7 827  Ndiss Kaba Badji Bl senegal Afrika

8 8,27 Eusebio Céceres : Spanis Europa

9 8,25 Pavel Shalin B Russland Europa
10 824  Salim Sdiri B B Frankrike Europa
11 8,24 Kafétien Gomis I I Frankrike Europa
12 8,23 Godfrey Khotso Mokoena - Seor-Afrika Afrika

13 8,23 Christopher Tomlinson * England Europa
14 822  Tommi Evila == Finland Europa
15 822  Tyrone Smith B Bermuda Sor-Amerika
16 822  Greg Rutherford S England Europa
17 821  Morten Jensen BEE Danmark Europa
18 820  Wilfredo Martinez B cCubs Ser-Amerika
19 8,20 Trevell Quinley 5 UsA Nord-Amerika
20 8,19 Christian Taylor E usa Nord-Amerika

Ovenfor ser du verdensstatistikken fra 2010 for gvelsen lengdehopp for menn.

a) Lag et sektordiagram som viser hvordan de 20 utgverne fordeler seg mellom de ulike
verdensdelene.
b) Finn gjennomsnittslengden og standardavviket for resultatene til de 20 utgverne.

Sondre har funnet resultatene for utgverne som star som nummer 21-40 pa verdens-
statistikken. Standardavviket for resultatene til disse 20 utgverne er tilnaermet lik 0,0258.

L\;‘%
5

<)

c) & Hva forteller dette om resultatene til utgverne som star som nummer 2140,
i forhold til resultatene til de 20 beste utgverne?
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E18
Eksamen var 2012, Del 2)

En dag gjorde klasse 1A et forsgk i naturfagtimen. Seks elever slapp hver sin stalkule fra 1 m
hgyde og malte tiden det tok fer kulen traff bakken. Resultatene ser du i tabellen nedenfor.

Elev 1 2 3 4 5 6
Tid (sekunder) | 0.46 | 0.45 | 0.47 | 0.44 | 052 | 0.46

a) Bestem gjennomsnittet og standardavviket for maleresultatene.

Klassen la merke til at elev nummer 5 malte en sterre falltid enn de andre. Mange mente at
dette resultatet matte skyldes malefeil, og at det derfor burde forkastes.

Da ga fysikklaerer Stram dem denne regelen:

«Nar vi har seks malinger, kan vi forkaste et maleresultat dersom det ligger mer
enn 1.4 standardavvik fra gjennomsnittet.»

(a2

b) 7 Finn ut om méleresultatet til elev nummer 5 kan forkastes dersom vi bruker regelen
ovenfor.

C) & Bestem gjennomsnittet og standardavviket for de fem andre maleresultatene.
Hvordan har gjennomsnitt og standardavvik endret seg? Virker dette rimelig?
Forklar.

E19
(Eksamen var 2013, Del 1)

En kveld kjerte en taxisjafar 10 turer.

Nedenfor ser du hvor mange passasjerer han hadde med pa
hver av turene.

1 533521412
a)  Bestem medianen, gjennomsnittet og typetallet for dette datamaterialet.

b)  Sett opp en tabell som viser frekvens og kumulativ frekvens for antall passasjerer pa
turene.
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E20

(Eksamen var 2013, Del 2)

Tabellene nedenfor viser resultatene for de atte beste utgverne pa 1500 m skayter for

menn under OL i 1968 og under OL i 2010.

OL 1968
Plass Utever

& Kees Verkerk

2 Ivar Eriksen

2 Ard Schenk

o Magne Thomassen
5 Johnny Hoglin

6 Bjorn Tveter

7 Svein-Erik Stiansen
8 Eduard Matusevitsj

OL 2010

Plass

0 ~NO O s WN =

Utaver

Mark Tuitert

Shani Davis

Havard Bekko

Ivan Skobrev

Mo Tae-bum

Chad Hedrick

Simon Kuipers
Mikael Flygind Larsen

WG i A

dwllm=nismin

Land
Nederland
Norge
Nederland
Norge
Sverige
Norge
Norge
Sovjetunionen

Land
Nederland
USA
Norge
Russland
Korea
USA
Nederland
Norge

Tid (sekunder)
1234
1250
1250
1251
1252
1252
1255
126,1

Tid (sekunder)
105,57
106,10
106,13
106,42
106,47
106,69
106,76
106,77

a) Hvor mange prosent sank vinnertiden med fra 1968 til 2010?

b) Bestem gjennomsnittstiden for de atte beste i 1968 og for de atte beste i 2010.

c) Bestem standardavviket for de to tallmaterialene.

Hvorfor er standardavviket stgrre i 1968 enn i 2010?

E21

(Eksamen var 2011, Del 1)

| en 2P-gruppe er det 10 elever. Lareren har undersgkt hvor mye tid elevene bruker pa
matematikkleksene i lgpet av en uke.

Resultatene er gitt i tabellen nedenfor.

Antall minutter Antall elever
[0.30) 1
[30,60) 3
[60,120) 5
[120,240) 1

Finn gjennomsnittet for dette grupperte datamaterialet.
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E22
(Eksamen hgst 2012, Del 1)

Tabellen nedenfor viser hvor mye penger hver av de 10 elevene i en 2P-gruppe bruker i

kantinen i lgpet av en uke.

Kroner Antall elever

[0,50) 1
[50,100) 5
[100,150) 1
[150,200) 3

Gjer beregninger og avgjgr om gjennomsnittet er starre enn medianen for dette

datamaterialet.
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E23

(Eksamen var 2011, Del 2)

Politiet har gjennomfart fartskontroller pa to veistrekninger. Den ene veistrekningen har
fartsgrense 50 km/h og den andre 80 km/h. Nedenfor ser du resultatene fra hver av de to

kontrollene.
Fartsgrense Fartsgrense
50 km/h 80 km/h
Fart Antall biler Fart Antall biler
[45,50) 25 [70,75) 7
[50,55) 26 [75,80) 43
55,60) 23 [80,85) 17
[60,65) 3 (85,90)
[65,70) 2 [90,95)
[70,75) 1 [95,125)

a) Presenter dataene fra tabellene ovenfor i hvert sitt stolpediagram.

/ Y-

b) \J Hvor mange prosent av bilfarerne kjarer 10 % eller mer over fartsgrensen i hver
av de to kontrollene?

c) Finn gjennomsnittsfarten til bilene i hver av de to kontrollene.

d) Hvor mange prosent over fartsgrensen er gjennomsnittsfarten til bilene i hver av de to
kontrollene?

e) &7 Bruk svarene i a), b), c) og d) til a vurdere om bilfgrerne kjgrer mest lovlydig
pa veistrekningen med fartsgrense 50 km/h eller pa veistrekningen med fartsgrense
80 km/h.

E24

(Eksamen var 2012, Del 1)

Nedenfor ser du hvor mange tekstmeldinger hver av de 20 elevene i en 2P-gruppe sendte
i lgpet av en uke:

4 88 69 21 66 8 16 57 86 21 37 22 78 27 28 44 42 71 82 95

1)

2)

Kapittel 6. Statistikk

Grupper datamaterialet i klasser med bredde 20. La den farste
klassen starte med O.

I hvilken klasse ligger medianen?

Finn gjennomsnittet i det klassedelte materialet.
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E25

(Eksamen var 2013, Del 1)

Tabellen nedenfor viser inntektene til personene i et borettslag.

Bestem gjennomsnittsinntekten til personene i borettslaget.

E26

Inntekt (i 1000 kroner) | At
personer
300, 400) 20
400, 500) 20
500, 700) 10

(Eksamen hgst 2011, Del 1)

Politiet har gjennomfart en fartskontroll i 30 km-sonen utenfor skolen.

Resultatene er gitt i tabellen nedenfor.

Fart (km/h) Antall biler
[20.30) 20
30.40) 20
[40,50) 10

Finn gjennomsnittsfarten.

E27

(Eksamen var 2008, Del 2)

Sone

30

Et nytt leilighetskompleks, UTSIKTEN, er fylt opp med nye beboere. En oversikt viser
falgende aldersfordeling:

Alder 0-19 ar 20-39 ar 40-59 ar 60-79 ar
Frekvens 17 29 51 23
a) Hvor mange personer bor i leilighetskomplekset?
b) Tegn et sgylediagram som viser aldersfordelingen.
c) Forklar hvorfor medianen ma ligge i intervallet 40-59 ar.
d) Regn ut gjennomsnittsalderen ut fra det klassedelte materialet.
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E28
(Eksamen 2P-Y var 2015, Del 1)

Alder Frekvens
[20,30) 10
[30,40) 20
[40,50) 30
[50,70) 40

Tabellen over viser aldersfordelingen for leererne ved en skole.

a) Bestem gjennomsnittsalderen for leererne ved skolen.
b) Lag et histogram som viser aldersfordelingen for lzererne.

c) Utvid tabellen med en kolonne som viser relativ frekvens og en kolonne som viser
kumulativ frekvens

E29
(Eksamen 2P-Y hgst 2014, Del 1)

Frekvens
Klassebred de

254

L

154

0.5

0O 10 20 30 40 50 €0 70 80 90 100
Alder

Histogrammet ovenfor viser aldersfordelingen blant de besgkende pa en kinoforestilling.

a) Forklar at det var 30 besgkende mellom 30 og 50 ar.
b) Hvor mange prosent av de besgkende var mellom 0 og 10 ar?

c) Bestem gjennomsnittsalderen blant de besgkende.
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Fasit evingsoppgaver statistikk

Oppgave 4 4.9 (5 datamaskiner) Oppgave Ta)2b) 1,3
Oppgave 5 a) Neib) Ja Cppgave 84
Oppgave 6a)330) 108 )33 Oppgave 932
Fasit eksamensoppgaver statistikk
El 2) 4375
E2 a) 18,6 20 b)Ja c) 8,28 d) Sterre spredning i 2°, mer like 1 2B
E3 1) gjennomsnittet er 10,3 poengz. b) ja
E4 1328 23
E3. Vanasjonsbredde: 12 °C Gjennomsmitt: 0 °C Median: 1 °C
ES. a) fyll ut tabell b) ett tall mellom 0 og 49 inkludert begge tall, og to tall mellom 130 og

199 mkludert begge tall
E7 11,11,12 16

ES. 5, 4,35 33

E9 Seltordiagram
E102) 0,28 1993

Ell a) sektordiagram b) linjediagram
E12 a) 517,528 | 361, 3,60 ©) 1,82, 0,58, 0,79, 0.22 c) A har mer varierte resultater,
mens P er mer stabil, P ber delta
E15. Jenter: Median 6,5 Gjennomsnitt 6,5 Variazjonsbredde & Standardasvil 1.6
Gutter: Median 6 Gjennomsnstt 8.3 Vanasjonsbredde 11 Standardavvik 3.5

El4 a)to tabeller bl) Phuket 28,1°, Antalva: 18,4° ©2) P- 0,7°, A- 6.5°

c) P viser temperaturer mellom 26 og 30 (liten forskjell 1 temperaturer), &
mellom 0 og 30 (stor forskjell i temperaturer). Kan brulce samme skalapd | LLLI"I'Ii l L .

v-aksene for & kunne sammenlilme direlcte d) Her zer vi tydelig hvordan

temperaturen svinger pa de to stedene:

E15 a) 17312 6,14 c) 22566 4376

El6. a) 10 102 599 b) 20 204 1198

E17 b) 8275 0,082

E18a) 0467 0026 b)Ja c) 0,456 0,010

E19 a) 235 2.7 1

E20. a) 144 % b) 123,06 106,36 c) 0,71 039

E21. 78 min

E22. Gjennomsnitt 105 kr, median 95 kr.

E23.b)ca. 36,3 %, ca 10.3% c)ca 33.4kmh ca 812kmh d)ca 6,8%, ca 14%
E24. 1) [40.60> 2) 50

E25. 440 000 kx

E26 33 kmh

E27 a) 120 d) 433 &r

E28. a) 47 c) Relativ £ 10 %4, 20 %, 30 %, 40 %. Komulatrv £ 10,30,60,100

E29. a) Arealet til soylene tilsvarer frelovensen A=20-15=30.b) 10%.c) 34 54r
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Kapittel 7. Sannsynlighetsregning

Sannsynlighet handler om & finne ut hvor ofte noe vil skje i en prosess som kan gjentas mange
ganger.

Kapitlet handler blant annet om dette:

e Hva er sannsynlighet.

e Beregne sannsynligheter ut fra forsgk.

e Beregne sannsynligheter nar alle utfall er like sannsynlige; for eksempel i spill.
e Beregne sannsynligheten for at A og B skjer.

e Beregne sannsynligheten for at A eller B skjer.

e Beregne sannsynligheter ved hjelp av valgtre og krysstabell.

Joker - onsdag (taktisk) | 1:77.802 3432
Joker - onsdag 1:92.657 4087

Keno | 1:107.359 4736

Flax Million 1:125.000 5514

Joker - lordag 1:142.977 6307
Lotto* 1:210.159 9270

Extra 1:361000 | 15924

Flax Livet 1 : 500.000 22 055
Tippekupongen, sendag** 1 :608 000 26 819
VikinglLotto 1:613.576 27 065
Tippekupongen, lgrdag**| 1:940 000 41464

Tabellen viser sannsynligheten for & bli millionaer ved en innsats pa 100 kroner.
Den viser altsa sannsynligheten for a vinne toppgevinsten nar denne utgjer mer enn 1 million.
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Mal for Kapittel 7,
Sannsynlighetsregning.

Kompetansemal

Mal for opplearingen er at eleven skal kunne

1 lage eksempler og simuleringer av tilfeldige hendelser og redegjgre for begrepet
sannsynlighet

1 beregne sannsynlighet ved a telle opp gunstige og mulige utfall, systematisere
opptellinger ved hjelp av krysstabeller, venndiagram og valgtre og bruke
addisjonssetningen og produktsetningen i praktiske sasmmenhenger

Leeringsmal

Etter at du har arbeidet med dette kapittelet skal du sette kryss i de boksene som tilhgrer de
leeringsmalene du har oppnadd. Det er viktig at du er rlig og at du ikke krysser i de boksene
som du faler at du ikke kan. Pa den maten vet du pa hvilket omrade du ma forbedre deg.

Etter dette kapittelet vet jeg

hva sannsynlighet er

hva gunstige utfall er i ulike oppgaver

hva forskjellen pa uniform og ikke-uniform sannsynlighet er

hvordan jeg ordner informasjon i en krysstabell, et venndiagram og et valgtre
hva tilbakelegging betyr i sannsynlighetsregning

I I B oy

Etter dette kapittelet kan jeg forklare

hvordan jeg finner sannsynlighet i enkle tilfeller uten tilbakelegging
i hvilke tilfeller en bruker addisjonssetningen og produktsetningen
hvorfor brgkregning er viktig i sannsynlighet

hva en krysstabell representerer

hvordan tilbakelegging pavirker sannsynligheten for en hendelse

(0 0 I O B O

Etter dette kapittelet kan jeg vurdere og

|

lage og lgse sammensatte tekstoppgaver knyttet til sannsynlighet

utfgre beregninger av sannsynlighet pa bakgrunn av tekst og pa bakgrunn av en
krysstabell

1 diskutere sannsynlighet brukt i dagligtale

1 se sammenhenger ved hjelp av tabeller, diagram og funksjonsuttrykk

vurdere og sortere informasjon oppgitt i tekst

J

J
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1. Innledning

| de fleste tilfelle er det umulig a vite sikkert hva som vil skje. Av og til kan vi likevel regne
ut hvor sannsynlig det er at noe bestemt kommer til & hende.

| daglig tale kan vi si noe sant som at det er 80 % sannsynlig at Manchester United kommer til
a sla Chelsea i lgrdagens fotballkamp, eller at det bare er 10 % sannsynlig at Sara far 5 pa
neste matematikkprgve. Da gir vi uttrykk for at vi er ganske sikre pa at Manchester U. vil
vinne, og at Sara antagelig ikke vil fa 5. Men de to sannsynlighetene gir bare uttrykk for hva
vi tror pa grunnlag av hva fotball-lagene og Sara har prestert tidligere. Hvis vi er helt sikre pa
at noe bestemt vil skje, sier vi ofte at “det er 100 % sikkert”. Er vi sikre pé at det ikke vil skje,
kan vi si “det er null sannsynlighet” eller “null sjanse”.

Sannsynligheter som uttrykker noe mer enn bare hva vi tror, ma beregnes. De enkleste
regnematene skal du lere i dette kapitlet.

Avansert sannsynlighetsregning er sveert viktig i praktiske sammenhenger, for eksempel i
forsikringsbransjen, medisinsk forskning, genetikk og mange typer lotterier og spill.

2. Hva er sannsynlighet?

Anta at vi har undersgkt kjgnn til 10 000 nyfadte barn pa et stort sykehus. Vi setter opp
resultatene i en tabell:

Utfall Antall Antall i prosent
Gutt 5140 51,4 %
Jente 4860 48,6 %
Gutt eller jente 10000 100 %

Den andre kolonnen viser hvor mange tilfeller det er av hvert utfall.
Siste kolonne viser hvor mange prosent av forsgkene hvert av de to mulige utfallene
forekommer.

Etter & ha gjort denne undersgkelsen, kan vi si at sannsynligheten for at et tilfeldig valgt barn
er en gutt, er 51,4 %, eller 0,514. Sannsynligheten for at det er en jente, er 48,6 %, eller 0,486.
Det skriver vi kort slik:

P(gutt) = 0,514 , P(jente) = 0,486.

Vi bruker P fordi sannsynlighet heter “probability” pa engelsk.
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Sannsynligheten for et bestemt utfall viser i hvor stor prosent av et forsgk dette utfallet
forekommer, hvis vi gjer et forsgk mange ganger.
Verdien blir mer og mer ngyaktig jo flere ganger vi gjer forsgket.

Oppgave 1

Pa Hellerud videregaende skole er det 650 elever. Blant disse elevene er 300 jenter.
a) Framstill resultatene i en tabell med antall og prosenter som vist pa forrige side.
b) Hva er sannsynligheten for at en tilfeldig valgt elev er jente?

c) Hva er sannsynligheten for at en tilfeldig valgt elev er gutt?

Oppgave 2

Rad-grgnn fargeblindhet rammer farst og fremst gutter. Blant 5460 undersgkte norske
mannlige rekrutter var 437 fargeblinde. Resten hadde normalt fargesyn.

a) Framstill resultatene i en tabell med antall og prosenter som vist pa forrige side.

b) Hva er sannsynligheten for at en tilfeldig valgt norsk gutt/mann er fargeblind?

c) Hva er sannsynligheten for at en tilfeldig valgt norsk gutt/mann ikke er fargeblind?

3. Sannsynlighetsregning nar alle utfall er like sannsynlige

3.1. Innledning
Hvis vi kaster et pengestykke har vi to mulige utfall. Vi kan fa mynt, eller kron. Begge

utfallene er like sannsynlige. Det betyr at P(M) = 1/2 og P(K) = 1/2. Fordi sannsynlighetene

her er ngyaktig 50 % (0,50), bruker vi gjerne breken % isteden.

Her er noen eksempler pa forsgk og de mulige utfallene i hvert forsgk.

Forsgk Mulige utfall
Kaste et pengestykke Mynt, kron
Kaste en terning 1,2,3,4,56
Trekke et kort fra en kortstokk med 52 kort Hjerter ess, spar to, ... (tilsammen 52)
Bestemme kjann til nyfgdt barn Gutt, jente
Bestemme antall jenter i en trebarnsfamilie 0,123
Undersgke om en person er fargeblind Fargeblind, ikke fargeblind

Undersgke fabrikkmerket pa mobilen til en person  Apple, Samsung, LG, Nokia, HTC,...
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3.2. Hendelser

Hva er sannsynligheten for a trekke en hjerter fra en kortstokk? Det er 13 hjerter i stokken
slik at det er 13 av 52 mulige utfall som gir en hjerter.
Vi sier at “hjerter” er en hendelse som bestar av 13 utfall. Disse utfallene kaller vi gunstige
utfall for hendelsen “hjerter”. (Ordet “gunstig” betyr “passende” eller “bra”.) Da finner vi
sannsynligheten for at vi trekker et hjerterkort slik

P(hjerter) = 13 = 13 . 0,25=25%

52 13-4 4

(her har vi skrevet sannsynligheten som bade brgk, desimaltall og prosent).

Huvis alle utfallene er like sannsynlige, finner vi sannsynligheten for en hendelse slik:
antall gunstige utfall
antall mulige utfall

Et gunstig utfall er et utfall som gir oss hendelsen.

P( en hendelse) =

Hvis vi kaster to terninger, kan vi kalle summen av gynene for en hendelse. Summen kan
variere fra 2 til 12. Det er 6-6 =36 mulige utfall i dette forsgket. Hendelsen “summen av
gynene er 7 har seks gunstige utfall: (1+6), (2+5), (3+4), (4+3), (5+2), (6+1). Da far vi

) 6 1
P(sumgyne lik 7) = —==.
( y )36 5

Oppgave 3

a) Hva er sannsynligheten P(fem) for & fa en femmer nar vi kaster en terning?

b) Hva er sannsynligheten P(partall) for a fa et partall nar vi kaster en terning?

¢) Hva er sannsynligheten for a trekke hjerter ess fra en kortstokk?

d) Hva er sannsynligheten for a trekke ruter fra en kortstokk?

e) Hva er sannsynligheten for a trekke et “svart kort” fra en kortstokk?

f) Hvordan ville du ga fram for a finne ut om alle fadselsdatoer er like sannsynlige? Anta at
de faktisk er det. Hva er da sannsynligheten for at en tilfeldig valgt person er fgdt 1. mai? Et
gunstig utfall er et utfall som gir oss hendelsen.

Oppgave 4

Finn sannsynligheten for at summen av gynene pa to terninger er lik
a) 5

b) 10

c) 12
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3.3. Multiplikasjonsprinsippet: Hvordan finne antall mulige utfall

Anta at en restaurant tilbyr 3 forretter, 5 hovedretter og 4 desserter. Du kan ikke bestemme
deg og velger derfor forrett, hovedrett og dessert ved a sette ned fingeren i menyen helt
tilfeldig. Hva er sannsynligheten for & velge kamskijell til forrett, laks til hovedrett og
sjokolademousse til dessert (hvis alle disse star pa menyen)?

Vi antar at alle valg av de tre rettene er like sannsynlige, og trenger da antall mulige utfall.
Hver av de tre forrettene kan vi kombinere med fem hovedretter. Det gir 3-5=15 mulige
kombinasjoner. Hver av disse 15 kombinasjonene kan vi kombinere med 4 desserter. Det gir
tilsammen 15-4 =60 mulige treretters middager. Sannsynligheten for et bestemt treretters valg
blir da 1/60.

Multiplikasjonsprinsippet: Hvis vi skal gjare flere valg etter hverandre, finner vi antall
mulige utfall ved a multiplisere antall muligheter i hvert av valgene.

Eksempel 1
Ida kan velge mellom sju sjokolader. For at det ikke skal bli for usunt, ma hun ogsa velge en

av fire frukter. Hun klarer ikke & bestemme seg sa hun trekker lodd for & velge. Hva er
sannsynligheten for at hun trekker firklgver og paere?

T MULKES|OKOL/ gt

ngx’f"wza“_

HLlN!ll

FRUKIN!ET
l APMELSIN KROK AN

g’
»

ves

Antall mulige utfall av trekningen er 7-4 = 28.
Hvis hun trekker lodd, kan vi anta at alle de 28 utfallene er like sannsynlige. Derfor er

P(firklgver og pere) = 2i8
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Eksempel 2
Hva er sannsynligheten for at det farste barnet er en gutt, og de to neste er jenter, i en

trebarnsfamilie? Anta at alle utfall er like sannsynlige.

Antall mulige utfall er her 2.2.2=8. Derfor er P(GJJ) =

@|

De mulige utfallene i eksempel 2 kan framstilles i et valgtre:

1. Barn
2.Barn
I Jente I I Gutt I
3. Barn I Jente I I Gutt I I Jente " Gutt I I Jente I I Gutt I I Jente I I Gutt I
1 1 1 1 G G G G
J 1 G G 1 1 G G
J G 1 G 1 G 1 G

Her kan vi se at GJJ er en av atte muligheter totalt. Slik kunne vi brukt valgtreet og funnet at
P(G]]) = % akkurat som vi fant i eksempelet over.

Oppgave 5

a) Hvor mange mulige utfall er det hvis vi kaster tre pengestykker?

b) Hva er sannsynligheten for at vi skal fa MMK? (mynt pa farste pengestykke, mynt pa
andre og kron pa tredje)?

c) Tegn et valgtre som ligner pa valgtreet ovenfor, og som viser de ulike utfallene i dette
forsgket.

Oppgave 6

Vi skal tippe utfallet av to fotballkamper. Hver kamp kan gi hjemmeseier (H), uavgjort (U)
eller borteseier (B).

a) Hvor mange mulige utfall er det i denne tippekonkurransen?

b) Lag et valgtre som viser de mulige utfallene.

c) Hvor mange mulige utfall er det hvis man tipper resultatet av 12 kamper?
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Eksempel 3
Vi kaster tre pengestykker etter hverandre.

a) Finn sannsynligheten for 2 mynt og en kron.
b) Finn sannsynligheten for 1 mynt og to kron

Tegner et valgtre som gir oss oversikt over de forskjellige utfallene.

1. Kast

2. Kast

A

3. Kast

\
=

22z
ARZ2|=
Z2RR|=Z
=R A=

M
K K
nM %]
n K
—

|§"§ g

a) Vi ser at vi har 8 forskjellige utfall. Av disse gir tre forskjellige to mynt og 1 kron. Detter
er MMK, MKM og KMM som er markert i rgdt. Sannsynligheter for to mynt og en kron er

3
dermed p

b) Av valgtreet ser vi at det er tre muligheter for & fa 1 mynt og to kron. MKK, KMK og
KKM.

Sannsynligheter for 1 mynt og to kron er dermed %

Oppgave 7

Vi kaster to pengestykker etter hverandre.

a) Tegn et valgtre som viser de mulige utfallene vi kan fa.
b) Finn sannsynligheten for 2 kron.

c) Finn sannsynligheten for 2 mynt.

d) Finn sannsynligheten for 1 mynt og 1 kron.

Oppgave 8

CMT er en arvelig nervesykdom. | gjennomsnitt vil halvparten av barna hvor en av foreldrene
har CMT, arve sykdommen.

I en familie har mor CMT. Familien har tre barn.

a) Finn sannsynligheten for at alle tre barna har CMT.

b) Finn sannsynligheten for at to av barna har CMT.

¢) Finn sannsynligheten for at ett av barna har CMT.

d) Finn sannsynligheten for at ingen av barna har CMT.
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Oppgave 9

a) Finn sannsynligheten for at det er tre gutter og ei jente i en firebarnsfamilie. Vi regner alle
de mulige utfallene som like sannsynlige (ikke helt riktig).

b) Vi undersgker 1000 firebarnsfamilier. I omtrent hvor mange av disse vil vi finne tre
gutter?

(o A

& 3.4. Sammensatte forsgk. Produktsetningen.

Vi har fem nummererte kuler, tre hvite og to svarte. 1 2 3
Vi trekker tilfeldig to kuler etter hverandre. Hva er O @ ®,
sannsynligheten for at bade den ferste og den andre er hvite nar

vi legger den farste tilbake far vi trekker den andre? , ?

| fglge multiplikasjonsprinsippet har vi 5-5=25mulige utfall. 9 av disse, nemlig (1,1), (1,2),
(1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (3,3) gir oss hendelsen “farste er hvit og andre er hvit”.
Da far vi :

P(ferste er hvit og andre er hvit) = %

Trekningen av de to kulene er et eksempel pa et sammensatt forsgk. Forsgket bestar av to
delforsgk.

| et sammensatt forsgk er sannsynligheten for hendelsen A i farste delforsgk og hendelsen B i
andre delforsgk gitt ved produktsetningen:

P(AogB)=P(A)-P(B)
Det kan hende at sannsynligheten for B pavirkes av at A har skjedd.

| trekningsforsgket vart er hendelsen A “forste er hvit” og hendelsen B er “andre er hvit”. Det
er for begge hendelsene 3 gunstige utfall av 5 mulige. Derfor har vi:

25

P(farste hvit og andre hvit) = P(farste hvit) - P(andre hvit) =

aglw
alw

som er samme svar som vi fant pa en annen mate ovenfor.

Oppgave 10

Finn sannsynligheten for & trekke to svarte kuler i eksemplet ovenfor (hvor vi legger den
forste kula tilbake far vi trekker den andre). Las oppgaven bade ved a se pa antall gunstige og
mulige utfall i det sammensatte forsgket, og ved a bruke produktsetningen.

Oppgave 11
Finn sannsynligheten for & trekke to svarte kuler i eksemplet ovenfor nar vi ikke legger den
farste kulen tilbake far vi trekker den andre.

Kapittel 7. Sannsynlighet Side 193



Eksempel 4

| en eske er det fire bla og to grenne kuler. Kenneth trekker tilfeldig to av kulene.

a) Bestem sannsynligheten for at han trekker to bla kuler.
b) Bestem sannsynligheten for at han trekker to granne kuler.

Velger a tegne et valgtre forst. Brgken angir sannsynligheten for hver mulighet. F.eks er det %
sjanse for & fa bla pa det farste trekket. Hvis vi fikk bla pa det farste trekket er det kun 3 bla
kuler igjen. Sannsynligheten blir da g for & fa bla pa det andre trekket.

1. Trekk

2.Trekk | B G B G
B B G G
B G B G

a) Vi bruker produksetningen:

P(forste bla og andre bld) = P(ferste bla) * P(andre bla) = % * % = g = 135
Sannsynligheten for to bla er 135
b) (begge gronn) = P(ferste grgnn) * P(andre grenn) = %*% = 32—0 = 1—15

Sannsynligheten for to grenn er %

Oppgave 12

| en klasse arrangeres et lotteri med 40 lodd. Hver elev skal trekke to lodd, og det er gevinst
pa tre av de 40 loddene. Ida er den farste til & trekke og hun tar to lodd.

Hva er sannsynligheten for at hun har vunnet pa begge loddene?
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< 35, Addisjonssetningen: En annen mate a beregne sannsynlighet for hendelser

Hva er sannsynligheten for a trekke én bla og grenn kule? . ..

Vi ser tilbake pa eksempel 4 med kuletrekning.

Produktsetningen alene kan bare gi oss sannsynlighetene for
at den farste er bl og den andre grgnn, eller omvendt. Slik:

4 2
P(BG) = P(forste bla og andre grgnn) = P(ferste bld) - P(andre grgnn) = e T=30°18
2 4 8 4
P(GB) = P(fgrste grgnn og andre bld) = P(fgrste grgnn) - P(andre bld) = 253018

Na kan vi finne sannsynligheten for en bla og en grann kule ved a addere (legge sammen)

disse to sannsynlighetene:
4 8

4
P(en grgnn og en bld) = P(BG) + P(GB) = = + =18

Dette er et eksempel pa bruk av addisjonssetningen for sannsynligheter.

Addisjonssetningen. Vi finner sannsynligheten for at hendelse A eller hendelse B vil
inntreffe ved a legge sammen sannsynlighetene for hver av hendelsene.

P(Aeller B) =P(A) + P(B).
Forutsetningen er at hendelsene ikke har noen felles utfall. Det betyr at ikke begge kan skje
samtidig.
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Eksempel 5
Alf og Siri spiller “stein —papir —saks” to ganger pa rad.

a) Hva er sannsynligheten for at Siri vinner farste og far uavgjort pa andre?
b) Hva er sannsynligheten for at minst en av kampene blir uavgjort

Velger a tegne et valgtre farst. Alf betyr at Alf vinner, Siri betyr at Siri vinner.

1.kamp Alf Uavgjort Siri

W
SR
W | =

\
Wl | =
[N

Y
[N

/

2. kamp Alf Uavgjort Siri Alf Uavgjort Siri Alf Uavgjort Siri
A A A u u ] 5 5 5
A u S A u S A u 5

a) At Siri vinner farste, og far uavgjort pa andre tilsvarer utfallet SU, i valgtreet.

*

P(SU) = P(Siri vinner forste) * P(Uavgjort pa andre) =

(SR
W |-

1
9
Sannsynligheten for at Siri vinner farste og far uavgjort pa andre er %

b) Her kan vi bruke addisjonssetningen. Vi ser at minst en av kampene blir uavgjort betyr at
vi kan fa: AU, UA, UU, US eller SU. Alle disse resultatene er like sannsynlig.

P(Minst en av kampene blir uavgjort) = P(AU) + P(UA) + P(UU) + P(US) + P(SU)
5

+1+1+1+1—
9 9 9 9

P(Minst en av kampene blir uavgjort) = 3

O =

Sannsynligheten for at minst en kamp blir uavgjort er g
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Eksempel 6

Vi antar at det er 80% sannsynlighet for at en tilfeldig valgt bilfgrer bruker bilbelte. Vi
kontrollerer to tilfeldige bilfarere.

a) Hva er sannsynligheten for at begge bruker bilbelte?
b) Hva er sannsynligheten for at en bruker bilbelte?

Sannsynligheten for at han ikke bruker bilbelte ma veere 20 %.

80% = % = % = gog 20% = % = % = % Lager et valgtre for a fa oversikt.
1. Sjafer Ikke Bilbelte
hilbelte
1 4 1 4
5 5 : 5
2. Sikfor Ikke Bilbelte Ikke Bilbelte
bilbelte bilbelte
| | B B
| B |

a) At begge bruker bilbelte tilsvarer alternativet merket BB. P(BB) =

P(ferste bruker bilbelte) * P(andre bruker bilbelte) = S 1—: = 64%

5 5 2
Sannsynligheten for at begge bruker bilbelte er 64 %.

b) At kun en bruker bilbelte tilsvarer alternativ IB og BI.

1 4
P(IB) = P(f@orste bruker ikke bilbelte) x P(andre bruker bilbelte) = T
4 1 4
P(BI) = P(f@rste bruker bilbelte) x P(andre bruker ikke bilbelte) = T T3
4 4 8 32
P(en bruker bilbelte) = P(IB) + P(Bl) = —+—=—=—=32%

25 ' 25 25 100

Sannsynligheten for at kun en bruker bilbelte er 32%.

Oppgave 13
Vi gar tilbake til oppgave 12. Hva er sannsynligheten for at Ida vinner pa det ene loddet, men
ikke pa det andre?
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Oppgave 14

| en klasse er det 18 jenter og 12 gutter. Leereren trekker tilfeldig to elever til framfaring.
a) Hva er sannsynligheten for at det trekkes to jenter?

b) Hva er sannsynligheten for at det trekkes to gutter?

c) Hva er sannsynligheten for at det trekkes ei jente og en gutt?

Eksempel 7
Vi trekker to kort fra en vanlig kortstokk med 52 kort. Hva er sannsynligheten for a trekke to
€ss?
Det er 4 ess i stokken. Vi bruker produktsetningen:

4 3

P(farste er ess og andre er ess) = P(farste er ess) - P(andre er ess) = —-— = 11 =
52 51 13 17

o
221

Hva er sannsynligheten for a trekke to kort med samme verdi? Det vil si to ess, ..., to seksere,
.., to konger (13 ulike verdier).

Fordi det er fire kort av hver verdi, ma sannsynlighetene for a trekke to toere, to treere osv.
alle veere lik 1/221. Addisjonssetningen sier at vi ma legge sammen 13 sannsynligheter, hver
med verdi 1/221. Vi far da

1 1 131 1

P(tolike) = 13- —- —=—.—
1317 1317 17

Oppgave 15

Vi trekker tre kort fra en kortstokk.

a) Hva er sannsynligheten for at vi trekker tre spar?

De fire fargene i kortstokken er spar (#), hjerter (¥), ruter (¢) og klgver ().
b) Hva er sannsynligheten for at alle tre kortene har samme farge?
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3.6. Krysstabeller

Mange eksamensoppgaver handler om en gruppe mennesker som er delt i fire undergrupper.
Ofte skal du finne sannsynligheten for at en tilfeldig valgt person tilhgrer en eller flere av
disse gruppene. Praktisk bruk av krysstabeller:

e Systematisere informasjonen
e Finne sannsynligheten - gunstige over mulige

Eksempel 8

Klasse: Tok t-bane i dag Tok |klézgt-bane ' Sum

Tok buss i dag

Tok ikke buss i dag

Sum

Eksempel 9
| en klasse er det 30 elever som har valgt fag for neste ar.

* 9 av elevene har valgt engelsk
* 14 av elevene har valgt matematikk
* 10 elever har ikke valgt noen av disse to fagene

For & fa god oversikt over disse tallene, kan vi legge dem inn i en krysstabell med fire rader
og fire kolonner:

Engelsk Ikke engelsk | Sum

Matematikk 14
Ikke matematikk 10
Sum 9 30

Legg naye merke til hvor tallene er plassert.
Det spiller ingen rolle om du tar engelsk i 1. kolonne istedenfor i 1. rad.

Na er det lett a fylle ut de tomme rutene:

Kapittel 7. Sannsynlighet Side 199



Engelsk Ikke engelsk | Sum

Matematikk 3 11 14
Ikke matematikk 6 10 16
Sum 9 21 30

Kontroller at alle de seks summene stemmer.

Vi trekker en tilfeldig elev fra klassen. Da kan vi bruke tabellen til & finne noen
sannsynligheter:

Sannsynligheten for at eleven har valgt bade matematikk og engelsk: P = 3—30 = % .
Sannsynligheten for at eleven har engelsk, men ikke matematikk: P = % = %

Sannsynligheten for at en elev som har valgt matematikk ogsa har valgt engelsk: P = % :
Sannsynligheten for at en elev har valgt matematikk eller engelsk:

p_6+11+3 20 2
30 30 3

Vi legger altsd sammen de som bare har engelsk, de som bare har matematikk og de som har

begge deler. “Matematikk eller engelsk* betyr enten matematikk eller engelsk eller begge

deler!

Eksempel 10
Opplysningene i forrige eksempel kan ogsa framstilles i et Venn-diagram:

30

.-'"---f -
Y
o ,
~ \
Eripe ik “‘-.\.I \
3 [ | |
5 A iy
- F,
—— /
-~
-
i 10 . g

Et Venndiagram er kanskje vanskeligere a lage enn en krysstabell, men kan vere lettere a
forsta. Her ser vi for eksempel tydelig at det er 11+3+6 = 20 elever som har valgt matematikk
eller engelsk.
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Oppgave 16

En klasse har 28 elever. Av dem har 12 elever biologi og 8 har kjemi. 4 elever har bade
biologi og kjemi.

a) Systematiser opplysningene ovenfor i en krysstabell.

b) Systematiser opplysningene ovenfor i et VVenn-diagram.

Vi velger tilfeldig en elev fra denne klassen.

c) Finn sannsynligheten for at denne eleven har biologi.

d) Finn sannsynligheten for at eleven har biologi eller kjemi. (Se siste linje i eksempel 4.)
e) Det viser seg at den valgte eleven har biologi. Hva er sannsynligheten for at denne eleven
ogsa har kjemi?

" Eksempel 11
Klasserommet til 1STB skal males, og rommet skal fa nye gardiner. Elevene blir enige om at
rommet skal males hvitt eller lysegult, mens gardinene skal veere gra eller rade. De skriver
valgene sine pa to lapper og putter lappene i to krukker. Tabellene viser gnskene til de 30
elevene i klassen:

Rommet Gardinene
Huvitt 18 Gra 16
Lysegult | 12 Regde |14

For & bestemme fargen pa malingen og gardinene, trekkes det en lapp fra hver krukke.

Sannsynligheten for at det blir hvit maling blir da P(hvit maling) = % _3

5
Vi bruker produktsetningen for a finne sannsynligheten for at det blir hvit maling og rede
18 14 3 7 21

ardiner: P(hvit maling og rgde gardiner) = —.—==.—=--=0,28.
: ( e s ) 30 30 515 75

Det viser seg at 5 elever gnsker lysegul maling og rede gardiner.

Vi vil ved hjelp av denne opplysningen finne sannsynligheten for at en tilfeldig valgt elev
gnsker hvit maling og gra gardiner. Da lager vi farst en krysstabell:

Hvit maling | Lysegul maling Sum
Gra gardiner 9 7 16
Rade gardiner 9 5 14
Sum 18 12 30
Na er det lett & se at P(hvit maling og gra gardiner) = % = % =0,3.
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4. Sannsynlighetsregning nar utfallene ikke er like sannsynlige

4.1. Innledning

Sveert ofte i praktisk sannsynlighetsregning er alle utfallene ikke like sannsynlige. | noen
tilfelle ma vi da selv finne sannsynligheter for utfall ved a regne ut relative frekvenser. | andre
tilfelle far vi oppgitt slike sannsynligheter som er funnet ved forsgk. Disse sannsynlighetene
skal sa gjerne brukes til & regne ut sannsynligheter for ulike hendelser.

4.2. Bruk av produktsetningen og addisjonssetningen

Eksempel 12
Hvis mor og far begge har brune gyne, er sannsynligheten for at et barn har brune gyne lik
0,75. Sannsynligheten for at gynene er bla, er 0,25. Paret far fire barn.

a) Hva er sannsynligheten for at alle fire barna far brune gyne?

Ifalge produktsetningen har vi:
P(alle fire har brune gyne) = 0,75-0,75-0,75-0,75 = 0,75* = 0,316.

Dette betyr at hvis vi undersgker mange firebarnsfamilier med brungyde foreldre, vil alle fire
barna ha brune gyne i omtrent 31,6 % av familiene.

b) Hva er sannsynligheten for at de to farste er brungyde og de to siste er blagyde?
Sannsynligheten for at de to farste barna er brungyde og de to siste er blagyde, er

P(brun, brun, bl3, bld) = 0,75-0,75-0,25-0,25=0,035

De to utfallene (brun, brun, brun, brun) og (brun, brun, bla, bld) av det sammensatte forsgket
er altsa ikke like sannsynlige.

Oppgave 17

Det har vist seg at sannsynligheten for at et nyfedt barn er en gutt ikke er helt den samme som
sannsynligheten for at det er ei jente. Sannsynlighetene er P(gutt)=0,514 og P(jente) = 0,486.
a) Finn sannsynligheten for at alle barna i en firebarnsfamilie er gutter.

b) Finn sannsynligheten for at alle barna i en firebarnsfamilie er jenter.

Kapittel 7. Sannsynlighet Side 202




Oppgave 18

Sannsynligheten for at et tilfeldig valgt frg fra en frgpose skal spire og bli til en plante, er 0,8.
Vi sar fem frg.

a) Hva er sannsynligheten for at alle fem frgene spirer?

b) Hva er sannsynligheten for at ingen av dem spirer?

Eksempel 13
Jonas sykler til skolen. Pa veien passerer han to lyskryss. Etter mange passeringer har han

funnet ut at sannsynligheten for at han far grent lys i farste krysset er 0,6, og sannsynligheten
for at han far grent lys i andre krysset er 0,3.
a) Hva er sannsynligheten for at han far redt lys i farste krysset?

Fordi det bare er to mulige utfall ma vi ha at P(grgnt) + P(redt) = 1.
Daer P(regdt) =1 — P(grent) =1 - 0,6 = 0,4.

b) Hva er sannsynligheten for & fa rgdt i begge kryssene?

Vi bruker produktsetningen:
P(redt i farste og radt i andre) = P(radt i farste) - P(redt i andre) =0,4-0,7 = 0,28

¢) Hva er sannsynligheten for a fa grent i begge kryssene?
P(grent i farste og grent i andre) = P(grent i farste) - P(grent i andre) =0,6-0,3 =0,18

d) Hva er sannsynligheten for & fa rgdt i ngyaktig ett av kryssene?

Her ma vi bruke bade addisjonssetningen og produktsetningen.

P(ett grent og ett ragdt) = P(radt i farste og grgnt i andre eller grent i ferste og redt i andre) =
P(redt i farste og grgnt i andre) + P(grent i farste og radt i andre) =
0,4-0,3+0,6-0,7=0,12+0,42=0,54.

Legg merke til at summen av sannsynlighetene i b, ¢ og d er lik 1. Hvorfor ma det veere slik?

Oppgave 19

Per og Kari kommer ofte for sent til farste time. Etter at det har gatt noen maneder av
skolearet, har klassens ekspert i sannsynlighetsregning funnet ut at sannsynligheten for at Per
kommer for sent er 0,23, og sannsynligheten for at Kari kommer for sent er 0,18. Per og Kari
kjenner ikke hverandre, og kommer ikke med samme buss, slik at det at Per kommer for sent
ikke pavirker sannsynligheten for at Kari kommer for sent.

a) Hva er sannsynligheten for at Per kommer tidsnok en bestemt dag?

b) Hva er sannsynligheten for at bade Per og Kari kommer tidsnok en bestemt dag?

c) Hva er sannsynligheten for at ngyaktig én av dem kommer tidsnok en bestemt dag?

d) Hva er sannsynligheten for at bade Per og Kari kommer tidsnok en hel skoleuke (fem
dager)?
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7 4.3. Oppgaver med sannsynlighet for “minst én

Eksempel 14
Sannsynligheten for at et tilfeldig valgt frg fra en frgpose skal spire og bli til en plante, er 0,7.

Vi sar fem frg.
a) Hva er sannsynligheten for at ingen av frgene spirer?

Sannsynligheten for at et bestemt frg ikke skal spire blir 1 — 0,7 = 0,3.
Produktsetningen gir da
P(ingen spirer) = 0,3° =0,002.

b) Hva er sannsynligheten for at minst ett av frgene spirer?
At “minst ett” spirer betyr at ett eller flere frg spirer. Denne sannsynligheten kan vi regne ut
ved a legge sammen de fem sannsynlighetene for at 1, 2, 3, 4 og 5 spirer, men dette er mye
arbeid og vanskelig. Det er mye lettere hvis vi deler alle mulige utfall i to hendelser istedenfor
i seks, nemlig “ingen frg spirer og “minst ett frg spirer. Fordi disse to hendelsene dekker
alle muligheter, ma vi ha

P(ingen frg spirer) + P(minst ett frg spirer) = 1

Derfor har vi

P(minst ett fra spirer) = 1 — P(ingen frg spirer) = 1 — 0,002 = 0,998 = 99,8 %.

Oppgave 20

Sannsynligheten for at Per kommer for sent til skolen en tilfeldig dag er 0,23.

a) Hva er sannsynligheten for at han kommer for sent bade onsdag, torsdag og fredag?
b) Hva er sannsynligheten for at han kommer tidsnok minst én av disse tre dagene?

Oppgave 21
I en kommune stemte 48 % pa et av de “redgrenne‘ partiene. Vi velger tilfeldig ut fem av de
som stemte. Hva er sannsynligheten for at minst én av disse velgerne stemte “redgrgnt*?
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Eksamensoppgaver

El
(Eksamen 1P hgst 2010, Del 1)

| en twistpose er det 30 twistbiter. Per liker 18 av disse. Vi trekker tilfeldig én twistbit fra
posen.

1) Finn sannsynligheten for at Per liker denne twistbiten.
Sannsynligheten for at Ola liker en tilfeldig valgt twistbit fra posen, er 0,4.

2) Hvor mange av twistbitene i posen liker Ola?

E2
(Eksamen 1P var 2012, Del 1)

Hva er mest sannsynlig & fa?

« en sekser nar du kaster én terning

« to like nar du kaster to terninger

E3
(Eksamen 1P var 2013, Del 1)

=<__ | ==

| en eske er det tre rade og to bla kuler. Sondre trekker tilfeldig to av kulene.
a) Bestem sannsynligheten for at han trekker to rgde kuler.

b) Bestem sannsynligheten for at de to kulene han trekker, har samme farge.
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E4
(Eksamen 1P hgst 2011, Del 1)

Eva har én pakke blabzrgelé, to pakker kiwigelé, to pakker sitrongelé og tre pakker
bringebergelé.

Hun tar tilfeldig to pakker gelé.

1) Hva er sannsynligheten for at den farste pakken hun tar, er kiwigelé?
2) Hva er sannsynligheten for at hun tar to pakker kiwigelé?

3) Hva er sannsynligheten for at hun tar én pakke kiwigelé og én pakke blabargelé?

E5
(Eksamen 1P var 2012, Del 2)

o

€

Karen har 2 brune, 2 rgde, 2 bl3, 2 hvite og 2 rosa sokker i en skuff. En dag tar hun tilfeldig to
sokker fra skuffen.

a) Bestem sannsynligheten for at hun tar to rosa sokker.

b) Bestem sannsynligheten for at hun tar én rosa sokk og én sokk i en annen farge.

\y\ -
-
SO
X

Bestem sannsynligheten for at hun tar to sokker med samme farge.

c)
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E6

(Eksamen 1P var 2011, Del 2) <

“Stein — saks- papir” er en konkurranse mellom to personer. Hver person bestemmer seg for
enten stein, saks eller papir, og begge viser sa samtidig, ved a bruke den ene handen, hva de
har valgt. Se figuren nedenfor.

Cale
Saks vinner

over .{)Fl ;’,711"
A\ v-()
X ‘Q}
"

. 3

Papirvinner
over stein

CHim
Stein vinner

OVEr Saks

Reglene er slik:

e Saks vinner over papir.
e Papir vinner over stein.
e Stein vinner over saks.

Dersom begge velger det samme (for eksempel stein), blir det uavgjort.

Bard og Lars skal spille “Stein- saks- papir”. Ett mulig utfall kan da for eksempel bli at Bard
velger Stein og Lars velger papir.

a) Lag en oversikt som viser alle de ni mulige utfallene nar Bard og Lars spiller “Stein- saks-
papir” en gang.

La B betyr seier til Bard, U avgjort og L seier til Lars.

b) Forklar at sannsynligheten for at Bard vinner, P(B), er 1/3.

Bard og Lars skal spille “Stein- saks- papir” tre ganger. Et mulig resultat er da BUL, som betyr
at Lars vinner farste gang, at det blir uavgjort andre gang, og at Lars vinner tredje gang.

c¢) Hvor mange ulike resultater kan vi fa nar Bard og Lars spiller tre ganger?

d) Hva er sannsynligheten for at Bard vinner minst to av de tre gangene?

Nar to personer spiller “Stein- saks- papir”, er vinneren den som vinner flest av tre ganger.
Dersom begge vinner like mange ganger, blir det uavgjort.

e) Hva er sannsynligheten for at Bard vinner?
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E7
(Eksamen var 2010, Del 1)

Figuren til hgyre viser et lykkehjul.

S—

Blatt

1) Lise snurrer hjulet én gang. Hva er Grgnt
sannsynligheten for at pilen peker pa enten
blatt eller grent felt nar hjulet stopper?

2) Lotte snurrer hjulet to ganger. Hva er sannsynligheten for at pilen peker én gang pa gult
felt og én gang pa grant felt?

E8
(Eksamen 1P hgst 2013, Del 2)

En undersgkelse har vist at 20 % av alle syklister i en by sykler uten lys i mgrket. Vi velger
tilfeldig to syklister fra denne byen.

a) Bestem sannsynligheten for at begge sykler uten lys i market.

b) Bestem sannsynligheten for at ngyaktig én av dem sykler uten lys i market.

E9
(Eksamen 2P-Y hgsten 2012, Del 2)

| en klasse er det 22 elever. 12 av elevene har fgrerkort. 14 av elevene har bil. 4 elever har bil,
men ikke farerkort.

a) Systematiser opplysningene ovenfor i en krysstabell eller i et venndiagram.
Vi velger tilfeldig en elev fra klassen.

b) Bestem sannsynligheten for at eleven har fgrerkort og bil.

Vi velger tilfeldig en elev som har farerkort.

c) Bestem sannsynligheten for at eleven ogsa har bil.
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E10
(Eksamen 1P hgst 2013, Del 2)

Siv har fire bla og seks svarte bukser i skapet. En av de bl& og tre av de svarte buksene passer
ikke lenger.

a) Tegn av tabellen nedenfor, og fyll inn tall i de hvite rutene.

Bla bukser | Svarte bukser | Sum

Bukser som
passer

Bukser som
ikke passer

Sum

Siv tar tilfeldig én bukse fra skapet.
b) Bestem sannsynligheten for at buksen passer.
Siv har tatt en bukse som passer.

c) Bestem sannsynligheten for at denne buksen er bla.

Ell
(Eksamen 2P-Y hgsten 2013, Del 2)

| en klasse er det 15 jenter og 10 gutter. 5 av jentene og 5 av guttene drikker kaffe.

a) Tegn av tabellen nedenfor, og fyll inn tallene i de hvite rutene.

Jenter | Gutter | Sum

Drikker kaffe

Drikker ikke kaffe

Sum

Vi velger tilfeldig en elev fra klassen.

b) Bestem sannsynligheten for at eleven drikker kaffe.
En elev fra klassen drikker kaffe.

¢) Bestem sannsynligheten for at denne eleven er ei jente.
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E12
(Eksamen 2P-Y var 2013)

| en klasse er det 20 elever. 8 av elevene har veert i USA. 11 har veert i Spania. 5 av elevene
har verken veert i USA eller i Spania.

a) Systematiser opplysningene ovenfor i en krysstabell eller i et Venndiagram.
Vi velger tilfeldig en elev fra klassen.

b) Bestem sannsynligheten for at eleven har veert bade i USA og Spania.

Vi velger tilfeldig en elev som ikke har veert i USA.

c) Bestem sannsynligheten for at denne eleven har vaert i Spania.

E13
(Eksamen 1P hgst 2012, Del 1)

| klasse 1A er det 25 elever. 12 av elevene har valgt internasjonal engelsk neste skolear.

14 av elevene har valgt sosialkunnskap. 4 elever har verken valgt internasjonal engelsk eller
sosialkunnskap.

a) Systematiser opplysningene ovenfor i en krysstabell eller i et venndiagram.
Vi velger tilfeldig en elev fra klassen.

b) Bestem sannsynligheten for at eleven har valgt bade internasjonal engelsk og
sosialkunnskap.

Vi velger tilfeldig en elev som har valgt sosialkunnskap.

c) Bestem sannsynligheten for at eleven ogsa har valgt internasjonal engelsk.

El4
(Eksamen 1P var 2011, Del 1)

De 20 elevene i klasse 1A planlegger sommerferien.
* 16 elever har fatt sommerjobb.
* 10 av elevene som har fatt sommerjobb, skal ogsa pa ferie.

« 2 elever har ikke fatt sommerjobb og skal heller ikke pa ferie.

1) Systematiser opplysningene i teksten ovenfor i en krysstabell eller i et venndiagram.

2) Finn sannsynligheten for at en tilfeldig valgt elev fra klasse 1A skal pa ferie.
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E15
(Eksamen 1P var 2012, Del 1)

| klasse 1A er det 20 elever. 15 av elevene spiller fotball, og 10 spiller handball. En elev
spiller verken fotball eller handball.

1) Systematiser opplysningene ovenfor i en krysstabell eller i et venndiagram.
Fra klassen velger vi tilfeldig én av elevene som spiller fotball.

2) Bestem sannsynligheten for at denne eleven i tillegg spiller handball.

E16
(Eksamen 1P var 2010, Del 2)

En kommune har kartlagt utdanningsnivaet blant innbyggerne i aldersgruppen 30-39 ar.
Tabellen viser hgyeste fullfgrte utdanning for disse innbyggerne.

Kvinner Menn Totalt
Grunnskole 166 2h3 419
Videregaende 185 654 1039
skole
Universitet 517 493 1010
eller hgyskole
Totalt 1068 1400 2468

a) Hvor mange personer i aldersgruppen 3039 ar bor det i kommunen?

b) Hvor stor er sannsynligheten for at en tilfeldig valgt person i gruppen bare har fullfart
grunnskoleutdanning?

Du mgter en tilfeldig valgt mann mellom 30 og 39 ar fra denne kommunen.

c) Hvor stor er sannsynligheten for at han ikke har fullfgrt universitets- eller
hgyskoleutdanning?

Du mgter en tilfeldig valgt kvinne og en tilfeldig valgt mann mellom 30 og 39 ar fra denne
kommunen.

d) Hva er sannsynligheten for at begge to bare har fullfgrt grunnskoleutdanning?
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El7
(Eksamen 1P hgst 2010, Del 2)

Fotballgruppa i et idrettslag gnsker seg en ny ballbinge. De gjennomfarer en
sparreundersgkelse for a finne ut hva medlemmene i idrettslaget mener om dette.

 Alle de 240 medlemmene i idrettslaget blir spurt.

* 45 % av medlemmene er kvinner.

* 63 av mennene gnsker ballbinge.

 Til sammen 110 av medlemmene ensker ikke ballbinge.

a) Tegn av tabellen nedenfor i besvarelsen din. Bruk opplysningene ovenfor
og fyll inn tallene som skal sta i de hvite feltene.

Mann | Kvinne | Totalt

@nsker
ballbinge

@nsker ikke
ballbinge

Totalt

b) Finn sannsynligheten for at et tilfeldig valgt medlem i idrettslaget ansker ballbinge.

Et medlem blir valgt tilfeldig. Det viser seg at dette medlemmet gnsker ballbinge.

c) Finn sannsynligheten for at dette medlemmet er en mann.

E18
(Eksamen 1P hgst 2011, Del 2)

| klasse 1B er det 12 jenter og 15 gutter. 8 av jentene og 9 av guttene kjgrer moped til skolen.

a) Systematiser opplysningene ovenfor i en krysstabell eller i et venndiagram.
Vi trekker tilfeldig en elev fra klassen.

b) Hva er sannsynligheten for at eleven ikke kjarer moped?

Vi trekker tilfeldig en av elevene fra klassen som kjgrer moped.

c) Hva er sannsynligheten for at denne eleven er en gutt?
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Sannsynligheten for at en elev som kjgrer moped kommer for sent til farste time, er 10 %.
Sannsynligheten for at en elev som ikke kjarer moped kommer for sent til farste time, er 5 %.
Vi antar at elevene kommer for sent uavhengig av hverandre.

d) " Forklar at sannsynligheten for at alle jentene i klassen kommer presis til forste time,
er 0,9°.0,95".

e) & Hvaer sannsynligheten for at minst én elev i klassen kommer for sent til farste
time?

E19
(Eksamen var 2013, Del 2) <

| en klasse er det 30 elever. Klassen skal arrangere fest. Elevene ma bestemme seg for om de
vil ha taco eller pizza til middag, og om de vil ha sjokoladekake eller marsipankake til dessert.

Hver elev legger en lapp med hvilken middag de gnsker, i én krukke og en lapp med hvilken
kake de gnsker, i en annen krukke.

Nedenfor ser du hvordan gnskene fordeler seg.

Taco 18 Sjokoladekake 6

Pizza 12 Marsipankake 24

For d avgjare hva menyen skal vare, trekker lzereren tilfeldig en lapp fra hver krukke.
a) Bestem sannsynligheten for at det blir taco til middag.

b) Bestem sannsynligheten for at det blir taco til middag og marsipankake til dessert.
4 elever vil ha pizza og sjokoladekake.

Vi trekker tilfeldig ut en elev.

c) Bestem sannsynligheten for at eleven vil ha taco og marsipankake.
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E20

(Eksamen 1P hgst 2012, Del 2) \;/

En dag fikk elevene ved en skole servert lunsj. De fikk velge mellom pizza og pglser.
3/4 av elevene valgte pizza. Resten valgte palser.

I tillegg fikk alle tilbud om salat. Halvparten av elevene som valgte pizza, gnsket ogsa
salat, mens bare 1/5 av elevene som valgte pglser, gnsket salat.

Vi velger tilfeldig en elev ved skolen.

a) Bestem sannsynligheten for at eleven valgte pglser, men ikke gnsket salat.

Anta at det er 200 elever ved skolen.

b) Hvor mange av disse elevene gnsket salat?

c) Hva er sannsynligheten for at en tilfeldig valgt elev ved skolen gnsket salat?

E21

(Eksamen 2P-Y hgsten 2012, Del 1) <

En kveld gikk alle elevene i klasse 3A ut for a spise pa restaurant. 2/5 av elevene bestilte
pasta. Resten bestilte pizza. Halvparten av elevene som bestilte pasta, gnsket ogsa dessert,
mens bare 1/3 av elevene som bestilte pizza, gnsket dessert.

Vi velger tilfeldig en elev fra klassen.
a) Bestem sannsynligheten for at eleven bestilte pizza, men ikke gnsket dessert.
Anta at det er 30 elever i klassen.

b) Hvor mange av disse elevene gnsket dessert?
Hva er sannsynligheten for at en tilfeldig valgt elev fra klassen gnsket dessert?
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Fasit gvingsoppgaver

14a) 2 a)
UTFALL | ANTALL | ANTALL1% | b) 0,46 UTFALL | ANTALL | ANTALL b) 0,08
I %
Jente 300 46 % C) 0,54 C) 0,92
Fargeblind | 437 %
Gutt 350 54 %
Normal 5423 9 %
SUM 650 100%
SUM 5460 100%
3a) 1/6 b) 1/2 c) 1/52 d) 1/4 e) 1/2 4a) ==ipl=>Ll
36 9 36 12 36
f) Undersgke hvor mange som er fagdt pa de
ulike datoene over lengre tid, f.eks. ti ar.
1/365
5a) 8 b) 1/8¢c) 6a) 9
1T £33 z:z ¥z ¥ b)
= l;/' si a:/ g/\ '::D \; (_Z’i //'T\
\ / ! \
\\(_h:_f: ._\)_ / \ n H / s H /¥
\*—_‘D ’c.'_j) # B o '/\/‘
J %Y 4
c) 312 =531441
7 a)
-1
T2
1 3 3 1
10, 2.2=22%
5 5 25
12. 2 =1 ~ 0,004 13.2- 2 =22 ~ 0,142
1560 260 520 260
14.2) 2= ~ 0,352 b) 2= ~ 0,152 ¢) =~ 15.3) — ~ 0,013 b) = =22 ~ 0,052
145 145 145 850 850 425

0,497
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16 a) b)

Bi logi | Ikkebio ogi | SUM

Kj mi 4 4 8
Ikke kjemi 8 12 20 BIOLOGI
8
SUM 12 1 28

12

28

12 3 16 4 4 1
©) =7 DxE=785=3
17.a) 0,0698 b) 0,0558 18 ) 0,328 b) 0,00032

19a)1—-0,23=0,77b) 0,63 c) 0,33 d) 20a) 0,012 b) 0,988
0,10

21.0,96

Fasit eksamensoppgaver:

E1. 1)P (Per liker twistbiten) = g = g 2)12
E2. P(sekser):%,P(to like)=6 - % = 3% = % Sannsynligheten er altsa lik.
=& _232 3) = 341 = A ==z

E3. a) P(to rad) = %= 1o b) P(to red eller to bla) TRETIET
E4. 1) P(kiwigele) = = = = 2) P(to kiwigele) = — = —

DR g )_8_4 ) P( 9 )_56_28
3) P(én kiwigele og én blabaregele) = — = —
ES5. a) P(to rosa) = 92—0 = % b) P(en rosa og en annen) = % = f—s

. _ l_i_l
c)P(tollke)—S-E_45_9
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E6. a) b) Awv tabellen i a) ser vi at utfallene 2, 6

UTFAIlnr | B&rd | Lars og 7 gir seier til Bard. Dvs P (B) = Z = %
1 Stein | Stein c) 33 =27 d) 7/27 e) 10/27
2 Stein Saks
3 Stein Papir
4 Saks Stein
5 Saks Saks
6 Saks Papir
7 Papir Stein
8 Papir Saks
9 Papir Papir
E7.1) P(blatt eller gront) = g 2) P(gult og grent) = i = 1—16

E8. a) P(begge uten lys) = 0,22 = 0,04 b) P(en uten lys) = 0,32

- 10 5
E9. 9) b) P(fererkort og bil) = — = ~
Farerkort Ikke farerkort SUM C) P(bll hViS fﬂrerkort) — E — E
’ 12 6
Bil 10 4 14
Ikke bil 2 6 3
SUM 12 10 22
6 3
E10.9) b) P(buksen passer) = — = -
Bla Svarte
bukser bukser b
Bukser som o . 31
passer 3 3 6 c) P(bla, hvis buksen passer) = T
Busker som
ikke passer ! 8 4
SUM 4 6 10
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. 10 2
Ell. a) b) P (eleven drikker kaffe) = - = -
Jenter Gutter SUM . B .
c) P (jente, hvis eleven drikker kaffe) =
Drikker 5 1
affe 5 5 10 o=3
Drikker
ikke kaffe 10 5 15
SUM 15 10 25
. 4 1
E12. a) b) P (USA og Spania) = - = ¢
Spania Ikke Spania SUM .
c) P (Spania, hvis ikke USA) = —
USA 4 4 8 12
lkke USA 7 5 12
SUM 11 9 20
5
E13. a) b) P (Int. engelsk og sos.kunnskap) = - =
1
. Ikke -
Sosialkunnskap sosialkunnskap SUM 5
Iz s ¢) P (Int. engelsk, hvis sos.kunnskap) =
engelsk ° ! 12 )P ( 9 ' P) 14
Ikke
internasjonal 9 4 13
engelsk
SUM 14 11 25
. 12 3
E14.1) 2) P (ferie)=— =2
20 5
Jobb Ikke jobb SUM
Ferie 10 2 12
Ikke ferie 6 2 8
SUM 16 4 20
9 - 6 2
E15.1) 2) P (héndball, hvis fotball) = — = =
Fotball Ikke fotball SUM
Handball 6 4 10
Ikke
handball o . 10
SUM 15 5 20
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E16.a) 2468

b) P (grunnskole) =— = 0,17

c) P (ikke unlver3|tet/hgysko|e) _ 940070

0,65

166 253

d) P (begge grunnskole) = Toes Taoo ©
0,026

El7. a) b) P (medlemmet gnsker ballbinge) =
130
Mann Kvinne SUM 240 0,54
@nsker
ballbinge 63 67 130
Dnsker ¢) P (mann, hvis medlemmet gnsker
ikke 69 41 110
ballbinge ballbinge) = — = 0,49
SUM 132 108 240
E18. a) d) Sannsynligheten for at en elev som
kjgrer moped kommer presis til farste
Jenter Gutter SUM ; .
timeer 1 — 0,10 = 0,90. 8 jenter
r':g:)':; 8 9 17 Kjgrer moped, samlet er
sannsynligheten for at disse kommer
Kj;'g;e‘('jke 4 6 10 presis 0,908. Tilsvarende tankegang
for jentene som ikke kjgrer moped gir
SUM 12 15 21 sannsynligheten 0,95*. Totalt gir dette

b) P (kjerer ikke moped) = 2~ ~ 0,37

c) P (gutt, hvis eleven kjgrer moped) = 1’;7 ~

0,908 - 0,95*

e) P (minst en elev kommer for sent) = 1
— P (alle kommer tidsnok) = 1 —
(0,907 - 0,951%) = 0,90

0,53
E19. a) P (taco) = — =3 c) Lager en krysstabell til hjelp:
30 5 Taco Pizza SUM
b) P (taco og marsipankake) = g g Sjokoladekake 2 4 6
_ E f _ E Marsipankake 16 8 24
55 25 SUM 18 12 30
. _16 8
P (taco og marsipankake) = oy
E20. a) P (palser, ikke salat) = ;- = = = ¢) P (salat) = - = 0,485
b) 200 - (3-2+2-3) =85
E21. a) P (pizza, ikke dessert) —g 2 == b) 30 - (E S+ z . %) = % =12
3 1 1 1 2
P(dessert)g'z+g'§—g+g—g
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Kapittel 8. Potensregning og tall pa standardform

Vannmolekyl H,O

(2+1)=3

4204./1.:%‘.'3 / Oksygen

Hydrogen Hydrogen

Massen til et vannmolekyl:
0,000 000 000 000 000 000 000 000 03 kg

| potensregning skriver vi tall som potenser og forenkler uttrykk som inneholder potenser.

Standardform er en metode som er nyttig for raskt a kunne skrive tall som er mye stgrre enn 1
eller mye mindre enn 1. Du ma kunne potensregning for a forsta regning med standardform.

Dette kapitlet handler blant annet om:

Betydningen av potenser som har negativ eksponent eller eksponent lik null.
Hvordan vi raskt kan multiplisere og dividere potenser med samme grunntall.
Hvordan vi beregner en potens med en annen potens som grunntall.

Hva er standardform.

Hvordan vi skriver om tall fra vanlig form til standardform.

Hvordan vi skriver om tall fra standardform til vanlig form.

Eksempler pa praktisk regning med tall pa standardform.

X 2_123=2_'124_2—3=2_‘.2_2-22-:2-0

P2

;2_2.2_5:235 20.23 =251 25-28=25 0%

B

: | 1 i1 Tre plasser
‘:1'8=—L'—516'§:3-EZ'4=l —
’ ' 0,0064 = 6,4-0,001 =
6,4

_ 6,4 1 0—3 <—m Tre plasser 10 i - tredje potens

.y_,zsf 1-8=13 32 -4 =32
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Mal for kapittel 8. Potenser og

tall pa standardform

Kompetansemal

Mal for opplaringen er at eleven skal kunne

regne med potenser og tall pa standardform med positive og negative eksponenter, og
bruke dette i praktiske sammenhenger

Leeringsmal

Etter at du har arbeidet med dette kapittelet skal du sette kryss i de boksene som tilhgrer de
leeringsmalene du har oppnadd. Det er viktig at du er &rlig og at du ikke krysser i de boksene
som du faler at du ikke kan. Pa den maten vet du pa hvilket omrade du ma forbedre deg.

Etter dette kapittelet vet jeg

N I B i

hva grunntall og eksponent er

hva eksponenten forteller meg om grunntallet

hvordan jeg multipliserer og dividerer potenser med samme grunntall
hvordan jeg kan bruke regnereglene for potenser

hvordan jeg skriver hele tall og desimaltall pa standardform

hvordan jeg skriver tall pa standardform som heltall og desimaltall

hvordan jeg multipliserer og dividerer tall pa standardform i ferdig oppsatte
regnestykker

Etter dette kapittelet kan jeg forklare

N O B B O

hva som er hensikten med a bruke potenser i utregninger

hva som er forskjellen pa en positiv og en negativ eksponent

hvorfor potenser ma ha samme grunntall nar vi bruker potensregnereglene

hvorfor det er hensiktsmessig a skrive tall pa standardform

hva som kjennetegner et tall pa standardform

sammenhengen mellom multiplikasjon og divisjon med 10-ere og tall pa standardform

Etter dette kapittelet kan jeg vurdere og

U
0
[

bruke potenser i utregninger knyttet til praktiske situasjoner
bruke tall pa standardform i utregninger knyttet til praktiske situasjoner
sette opp et regnestykke med tall pa standardform ut i fra en tekst
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1. Hva er en potens i matematikken?

Ofte har vi bruk for & multiplisere et tall med seg selv to eller flere ganger. Da bruker vi en
kortere skrivemate slik som eksemplene under viser.

Eksempel 1
3.3=37

X-X=X°
4.4.-4=4°

De tre hgyresidene er eksempler pa potenser.

| potensen 32 kalles 3 for grunntallet og 2 for eksponenten.

Eksponenten skal sta oppe til hgyre for grunntallet og skal skrives med mindre skrift enn
grunntallet. Det skal veere lett & se forskjell p& 32 og 32!

Advarsel: Du mé ikke blande sammen 32, som betyr 3-3 og er lik 9, med 3-2, som er lik 6!

Oppgave 1
Regn ut potensene uten kalkulator:

42, 23, 5, (-3)% 5

Oppgave 2
Finn ut hvilken tast du ma bruke pa kalkulatoren og regn ut:

2,52, 128

2. Multiplisere potenser med samme grunntall

Hvordan kan du regne ut et produkt av to potenser med samme grunntall, f.eks. 3% -3*?
Det er ikke meningen at du skal regne ut hvilket tall dette blir, men skrive svaret som en ny
potens.

Dette er egentlig lett. Vi har et produkt med 2 tretall og et produkt med 4 tretall. Nar disse to
produktene multipliseres, ma det bli 2 + 4 = 6 tretall, slik:

32.3*=3.3-3-3-3-3=3°

Vi multipliserer to potenser med samme grunntall ved & legge sammen eksponentene.
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Eksempel 2

43 '45 :43+5 — 48

5.54 :51+4 :55

32 . 34 X 35 — 32+4+5 — 311
x2.x?=x°

Oppgave 3

Multipliser potensene og skriv svaret som en ny potens.
a) 62-63 Db) 26-2* ¢)10-10% d) a*-a?

3. Dividere potenser med samme grunntall

Divisjon av to potenser skriver vi nesten alltid med brgkstrek. Da kan vi bruke kunnskap om
brakforkorting for a utfgre divisjonen.

Eksempel 3

£ 44444 444
4? 44 1.1

—4.4.4=4

Vi forkortet altsa bort 2 firetall slik at det ble igjen 5 — 2 = 3 firetall.

Nar vi dividerer to potenser med samme grunntall trekker vi eksponenten i nevner fra
eksponenten i teller.

Eksempel 4

6
% =10°°=10°

z =57—1 =56

Oppgave 4
Divider potensene og skriv svaret som en ny potens.
5 65 54 ZB

61)8—3 b)EC)STd)?
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Vi ma ofte bruke begge disse reglene i samme oppgave:

Eksempel 5
4 -346 & e
4 4

7 7

100y g

10°-10" 10

Oppgave 5

Skriv disse uttrykkene som en potens.
28.2° 3° a’-a*

) i b s 9 T

4. Regne ut potens hvor grunntallet er en potens

(102 )Ser et eksempel pa en potens hvor grunntallet ogsa er en potens. Hvis vi tenker over hva

(102)3egentlig betyr, ser vi at

(10° )3 —=102.10?-102 =10%*2*2 =10%2 =10°

Her ma vi altsa multiplisere de to eksponentene.

En potens av en potens regner vi ut ved a multiplisere eksponentene.

Du ma ikke blande sammen 102 .10° =10° 0g (102 )3 =10°!

Oppgave 6
Gjer disse potensene enklere:

) (&) B () o (¢ & ()

Kapittel 8. Potenser og tall pa standardform Side 224




Na forenkler vi to uttrykk hvor vi ma bruke alle reglene for potensregning vi har lart hittil:

Eksempel 6
(34)2 .33 :38 _33 :311

(23)4 .22 B 212 52 B 214

2 F 2
Oppgave 7
Gjer disse uttrykkene sa enkle som mulig.
2 52’ a?) - a?
a) (42) 4 b (5_2) c) %

5. Potenser hvor eksponenten er null eller negativ

4
| braken 5—4 er telleren og nevneren like store slik at denne brgken ma veere lik 1. Men hva far

vi ved a bruke regelen for divisjon av potenser? Jo:

54 4-4 _ (0

? =5** =5

5 ganget med seg selv null ganger kan ikke ha noen direkte mening, men hvis vi er sa smarte
at vi lar 5° bety 1, kan vi bruke potensregelen ogsa pé& denne braken.

Viktig: Alle tall opphgyd i null er lik 1!

a®= 1 for alle tall a.

Advarsel: Du ma heretter aldri tro at 2° er lik 01! 2°=11 Derimot er 2-0 lik 0.

Oppgave 8
Hvor myeer a) 10° b) 6° <¢) (-1)° ?
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4
Hva far vi hvis vi bruker divisjonsregelen pa brgken 5—6? Jo:
54

5—6 =5% =57 (du er vel klar over at 4 - 6 = -2 og ikke 2?)

4
Men dette svaret er heller ikke meningslgst. | brgken 5—6kan vi forkorte bort 4 femtall, og

sitter da igjen med 2 femtall i nevner. Det betyr at

5 5555 1 1
5 5.555.5.5 5.5 5

Da gjar vi det geniale og sier at 5 skal bety 5% Pa samme mate har vi ogsa:

a " betyr L for alle verdier av a (unntatt 0) og n.
an

Advarsel: Du ma heretter aldri tro at 102 = -20 eller at 23 = -6 eller -8!!

Av og til kan det veere nyttig a merke seg at en potens med negativ eksponent under en
brakstrek, er lik en potens med positiv eksponent over brgkstreken. Da blir noen uttrykk
enklere a regne ut.
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(35

" Eksempel 8

4.3 4

2
(zéj _ (24)2 _ 942 _ 98

(I de to farste eksemplene skriver vi ikke brakstreken fordi vi far 1 i nevneren.)

Oppgave 9

Skriv om brgkene slik at det ikke blir noen potenser med negativ eksponent. \ 4

1 2 5.2 o (LY
Do D o5F 9 g 9 (Fj

Heldigvis virker alle potensreglene like bra ogsa for eksponenter som er null og negative:

Eksempel 9

24 . 23 ) 20 — 24+3+0 — 27

46 .472 — 46+(72) — 4672 — 44
6° e "

?:63 (-2) :63 2 :65
(10?) =107 =10

-4
(Xs) _ X3-(—4) _ X—12

Oppgave 10
Skriv disse uttrykkene som en potens.

) 5 b) 5715t ) 20 d) 15 g 279)?

103 103
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O 6. Potensuttrykk med flere grunntall

I noen eksamensoppgaver forekommer det potenser med to eller tre ulike grunntall. Da er det
to muligheter:

1. Ingen av grunntallene kan skrives som en potens av et av de andre grunntallene

Da bruker vi potensreglene pa hver av potensene som har ulike grunntall.

Eksempel 10
3.2°.3%.22 =2%2.35(9 = 25.3°
421' 534 =470 .54 2.5t
4.5
Oppgave 11
Gjer disse uttrykkene sa enkle som mulige:
a) 5-4°-573.42 b) &1

2. Etteller flere av grunntallene kan skrives som en potens av et annet grunntall

Eksempel 11
Det ser ved farste gyekast ikke ut som om uttrykket 4.2°kan skrives som én potens.

Men fordi 4 = 22 gér det likevel:

4.23=2%.28=2°

Det kan veere nyttig dse at 4 =22, 8=2% 16=2% 9=32 og 27=3%

Oppgave 12
Gjer disse uttrykkene sa enkle som mulige.

a)2*-4 b) 8:272 ¢) - d) 9-32 ) 4.2

Slike omskrivinger far du bruk for i noen av eksamensoppgavene i potensregning.
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7. Potens hvor grunntallet er et produkt eller en brgk

Eksempel 12
I potensen (2x)3 er grunntallet et produkt av faktorene 2 og x. Dette kan vi skrive uten

parenteser slik:
(2x)3=2x-2x-2x=2-x-2-x-2-x =233

Pa lignende mate har vi at

Oppgave 13
Skriv disse uttrykkene uten parenteser. Du behgver ikke ta med mellomregninger slik som det
er gjort i eksemplene ovenfor.

3Y e @) (1)
a) (32)° b) (Ej ¢) (ab?) d) “ (Z)
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8. En smart mate a skrive store og sma tall pa

| blant annet naturvitenskap og gkonomi dukker det ofte opp sveert store eller svaert sma tall.
For eksempel er avstanden fra jorda til sola 150 000 000 000 meter og massen til et elektron
er 0,00000000000000000000000000000091 kg. Ved a bruke potenser av 10 kan vi skrive
slike tall mye raskere og mer oversiktlig.

8.1 Tall som er stgrre enn 1

Eksempel 1
100 000=1-10°

300 000 = 3-10°
340000 =3,4-10°
368 200 = 3,682-10°

Hvis du ikke med en gang ser at det blir slik, kan du tenke deg et komma bak farste siffer i
tallet du skal skrive om, og sa telle antall siffer bak dette kommaet for a finne eksponenten i
tierpotensen. Prov!

Vi har her skrevet tallene pa standardform. I praksis skriver vi sjelden tall som er mindre enn
1 million pa standardform.

Et tall pa standardform er et tall mellom 1 og 10 multiplisert med en potens av 10.

Oppgave 14

Skriv tallene pa standardform.

a) 100 b) 10000 c) 20000 d) 21000 e) 21640 f) 820000000 g) fire millioner
h) 75 milliarder i) 12 j) 1 k) 6,4

Tallet 24.10%er ikke skrevet pa standardform fordi 24 er starre enn 10 (se definisjonen av
standardform ovenfor). Skal det veere pa standardform, ma det sta 2,4 foran tierpotensen. Vi
kan skrive om tallet slik at det blir pa standardform:

24-10*=2,4-10-10* = 2,4 - 10°

Her er et annet eksempel pd omskriving til standardform hvor vi bruker at 0,45 = 4,5 1—10 =
4,5-1071:
0,45-10°=4,5-10"1-10° = 4,5-10°

Oppgave 15
Skriv om tallene slik at de er pa standardform.
a) 60-10° b)46-10% c¢)450-10° d)0,6-10> e) 0,055 107

Du ma ogsa kunne skrive tall som er pa standardform om til vanlig form.
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Eksempel 2

6-10° = 6-1000 = 6000
6,7-10° =6,7-1000 = 6700
8,01-10° = 8,01-100000 = 801000

Oppgave 16
Skriv disse tallene pa vanlig form.
a)2-10* b)2,5-10* c) 6,8-10°

8.2 Tall som er mindre enn 1

Du husker vel fra potensregningen at 102 betyr %?

02

Men LZ kan vi ogsa skrive som desimaltall:
10

P& samme mate har vi

10" = % =0,1 (en null i desimaltallet)

107 = % =0,001 (tre nuller i desimaltallet)

7=

10° = % =0,000001 (seks nuller i desimaltallet)

5=

Derfor kan vi ogsa skrive tall som er mindre enn 1 pa standardform ved a bruke tierpotenser
med negativ eksponent:

Eksempel 3

0,004=4-10"
0,0046=4,6-10"°
0,00000582 =5,82-10°
0,5=5-10"

Hvis du teller nullene i massen til vannmolekylet i starten av kapittelet vil du finne 1 null
foran komma og 25 bak. Da kan vi skrive dette veldig lite tallet mye mer oversiktlig:

0,000 000 000 000 000 000 000 000 03 = 3 - 10726
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Oppgave 17
Skriv disse tallene pa standardform.
a) 0,06 b)0,067 c¢)0,00005 d)0,0000563 e) 0,25

Tallet 35 - 10~* er ikke skrevet pa standardform fordi 35 er starre enn 10. Skal det vere pa
standardform, ma det sta 3,5 foran tierpotensen. Vi kan skrive om tallet slik at det blir pa
standardform:

35-1074=3,5-10-10"*=3,5-101*® =35.1073
Her er et annet eksempel:
04-10°5=4-10"1-105=4-10"1*5 =4.10"°

Oppgave 18
Skriv disse tallene pa standardform.
a) 64-1073 b)250-10"% ¢)0,6-10"* d)0,07-10"1°

9. Multiplikasjon og divisjon av tall pa standardform

9.1 Multiplikasjon

Eksempel 4
Hvis vi skal regne ut 4.10%-3-107" kan vi multiplisere 4 med 3 og 10* med 1077, slik:

4.10*-3-107 =4-3-10*-107 =12-10° =1,2-10-10° =1,2-10°°

Legg merke til at vi til slutt skrev svaret pa standardform.

Oppgave 19
Regn ut og skriv svaret pa standardform.
a)2,5-10°-2-10"% b)2,5-10°-4-1072¢)2,5-1073-6-10"* d) 0,00008 - 5000000
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9.2 Divisjon

Eksempel 5
Hvis vi skal regne ut 2.'1073 ma vi dividere 8 med 2 og 10* med 1073, slik:
10*
8 073 =410 =4.10"° = 4-10’
2-10

To eksempler til:
2,4 - 108

30 1g¢ = 08 10°7° =08 10% = 800

(24:3,0er0,8fordi24:3=8.)

1,8-10°°

>0.10% =09 109 =9.10"-10%* =9-10"-10' =9-10"* =9-10° =9

10. Praktisk regning med tall pa standardform

Her er noen eksempler pa praktisk regning hvor det er lurt a regne med tallene pa standard-
form.

Eksempel 6

Det arlige forbruket av vann pa jorda er ca. 4,2 - 10° liter. Det er ca. 7-10° mennesker pa
jorda. Hvor mange liter vann blir dette per menneske? Skriv svaret pa standardform.

4,2-10° L

= - 0,6-10"° L/menneske = 6-107 -10° L/menneske = 6-10° L/menneske
.10° mennesker

Eksempel 7

Et atom har en diameter pa ca. 107 mm. Hvor mange atomer kan ligge etter hverandre pa
1 mm?
1mm

Svar: mzl‘y (ti millioner)
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Eksempel 8

Massen til et vannmolekyl er ca. 3.102 kg.1 liter vann har en masse pa omtrent 1 kg. Hvor
mange vannmolekyler er det i 1 liter vann?

1kg

m ~ 0,3‘1026 :3'1025

Oppgave 20

De starste harddiskene til en vanlig PC var i 2014 pa 4 TB. 1TB = 1 Terabyte = 102 byte. En
lang bok uten bilder krever ca. 2 MB nar den lagres som tekst. LIMB = 1 Megabyte = 10° byte.
Hvor mange bgker er det plass til pa den store harddisken?

Oppgave 21

a) DNA-molekylene i en menneskecelle har en samlet lengde pa ca. 0,05 m hvis de tenkes
strukket helt ut. I et menneske er det ca. 10 000 milliarder celler. Hva blir den samlede
lengden av alle DNA-molekylene i et menneske?

b) Sammenlign svaret med avstanden fra jorda til sola, som er 150 millioner km.

Blandede oppgaver potenser og tall pa standardform
Bl

(Eksamen 2P hgst 2008, Del 1)

Skriv uttrykkene sa enkelt som mulig:

a) 3-(31—29)2—(5—32%)
b) (2%)°-(271)3

B2

(Eksamen 2P hgst 2009, Del 1)
2°.2"

Skriv sa enkelt som mulig: 5

B3
(Eksamen 2P var 2010, Del 1)
Regnut5—2%.(4—-3)3.273
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B4
(Eksamen 2P var 2011, Del 1)

Regn ut

a) a4-(a2)_3-a°

(ah 27043
b) L .
8
B5
(Eksamen 2P hgst 2011, Del 1)
Regn ut
a) 8.2
3 2
by 2°.| =
2 {3
B6

(Eksamen 2P hgst 2012, Del 1)

Skriv sa enkelt som mulig

B7
(Eksamen 2P hgst 2012, Del 1)

Regn ut og skriv svaret som et helt tall

a) (2° )2 .20
s
B8

(E5
7 - e\

(Eksamen 2P var 2013, Del 1) 4

Hvilken av de to brgkene A og B nedenfor har starst verdi?

15.5
A: 27
B: _ 1
62.3.15
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B9

(Osloprgve 2P var 2013, Del 1) W

Gjar disse uttrykkene sa enkle som mulige:

2°.3%.2%.3
2:3%

2 A1

a)

3
b) a+ =

B10

(Osloprgve 2P var 2013, Del 1) "

Ordne disse brgkene i stigende rekkefalge (slik at den minste star farst osv.).
@2 ¥ 2 2
2)" 2" 3% 25

B1ll

(Eksamen 2P var 2013, Del 2) &

Petter vil sende en epost med en matematikkoppgave til to personer 1. januar. Anta at hver av
personene sender e-posten videre til to nye personer dagen etter, at hver av de fire som da far
den, ogsa sender den videre til to nye personer dagen etter at de mottok den, og at eposten
fortsetter a spres pa samme mate i dagene framover.

a) Hvor mange personer vil motta e-posten 6. januar?
b) Pa hvilken dato vil antall mottatte eposter pa én dag for farste gang bli sterre enn en
milliard?

B12
(Osloprgve 2P var 2013, Del 1)
Skriv disse tallene pa standardform: 1) 27 000 000 2) 0,000290

B13
(Eksamen 2P var 2008, Del 1)
Skriv tallet 2,46 - 10~* som desimaltall
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B14
(Eksamen 2P hgst 2016, del 1, 1p)

Skriv tallene nedenfor pa standardform

26,3 millioner 16,5+ 1078
B15

(Eksamen 2P hgst 2016, del 1, 1p)
Regn ut og skriv svaret som desimaltall

3,5-108
7,0-105-0,5-10°

B16
(Eksamen 2P var 2009, Del 1)
Skriv sa enkelt som mulig: 2,0 - 10° - 8,4 - 10*

B17
(Eksamen 2P hgst 2009, Del 1)
Skriv tallene 32 000 000 og 0,000 678 pa standardform.

B18
(Eksamen 2P var 2010, Del 1)
Regn ut og skriv svaret pa standardform

2,7-10°
3,0-10*

B19
(Eksamen 2P hgst 2010, Del 1)
Regn ut og skriv svaret pa standardform: 6,0 - 107 - 2,5- 1073

B20

(Eksamen 2P hgst 2011, Del 1)
Skriv pa standardform

1) 533 milliarder

2) 0,000 533

B21
(Eksamen 2P var 2012, Del 1)
Regn ut og skriv svaret pa standardform

5,0-10°-6,0-10°
2,5-10™
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B22
(Eksamen 2P hgst 2009, Del 1)

Regn ut og skriv svaret pa standardform: 0,0003 - 0,00000015

B23
(Eksamen 2P var 2013, Del 1)
Regn ut og skriv svaret pa standardform: 0,075 - 2000000

B24

- 2 o
Regn ut (4'10 3) og skriv svaret pa standardform.

B25

(Eksamen 2P var 2012, Del 1)

| Norge er det ca 5 millioner innbyggere. Det norske oljefondet er pa ca 3000 milliarder
kroner.

Tenk deg at oljefondet blir delt likt mellom innbyggerne i Norge.

Omtrent hvor mye ville hver innbygger fatt?

Skriv svaret pa standardform.

B26

33—

(Eksamen 2P hgst 2011, Del 1) 4

En fotball har en diameter pa ca. 20 cm. Omkretsen til jorda ¢ 9 ¢ * ¢ 9
ved ekvator er ca. 40 000 km. o .
Vi tenker oss at vi legger fotballer langs ekvator rundt hele
jorda.

Omtrent hvor mange fotballer er det plass til?

Skriv svaret pa standardform.

B27
(Eksamen 2P var 2016, del 1)

Det er ca. 7,5 milliarder mennesker pa jorda. Anta at hvert menneske trenger 2 liter
drikkevann hver dag.

Omtrent hvor mange liter drikkevann vil da alle menneskene pa jorda til sammen trenge hver
maned? Skriv svaret i standardform.
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Fasit gvingsoppgaver potenser og tall pa standardform

Oppgave 1

16, 8, 25,9, 5
Oppgave 2

6,25 1728

Oppgave 3

a) 6 b) 210 ¢) 10* d) a®
Oppgave 4

a) 8 b) 6* ¢)5 d) z3
Oppgave 5

a) 27 b) 3 ¢) a°
Oppgave 6

a) 612 b) 810 ¢) x6 d) a8
Oppgave 7

a) 47 b) 5% c) a3
Oppgave 8

a)l1 b))l g1
Oppgave 9

a) 102 b) 2¢.5° ¢) 823 () 415
6

Oppgave 10
a) 3 b) 53 c¢) 107 d) 107 e) 212

Oppgave 11

a) 4-5° b) 6°10°

Oppgave 12

a) 26 b) 2 c) 25> d) 3% e) 27
Oppgave 13

a) 'a® b) ) a%® d) 16
Oppgave 14

a) 1-10% b) 1-10* ¢) 2:10* d) 2,1-10*

e) 2,164-10* ) 8,2:108 g)4-10° h) 7,5-10%
i) 1,2-:10* j) 1-10° k) 6,4-1Q°

Oppgave 15

a) 6:10° b) 4,6:10* c)4,5-108 d) 6:10*

e) 5,5-10°

Oppgave 16

a) 20000 b) 25000
Oppogave 17

a) 6:102 b) 6,7-102 ¢) 5-10°

d) 5,63-10° e) 2,5-10!

Oppgave 18

a) 6,4-102 b) 2,5-10° ¢) 6:10° d) 7-102
Oppgave 19

a) 5-10° b) 1-10* ¢) 1,5-10° d) 4-102
Oppgave 20

2:10° baker

Oppgave 21

a) 5-10m b) 3,3 ganger avstanden til
sola!

c) 6800 000
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Fasit blandede oppgaver potenser og tall pa standardform

B1

a) 16 b) 2°= 64

B2

g1
2

B3
3
B4

|-

a) a2 b)
B5

a) 2 b) 18
B6

a2

B7

a) 64 b) 81
B8

B (
B9
a) 1 b) 2a°
B10

2 2 (3)2 9 ¥ 9 2
25 5 (2 2
B11
a) 64 b) 30. januar
B12
1) 2,7-107
B13
0,000246
B14
2,63 - 107
B15

1

103

2) 2,90-10°

1,65-1077

B16

1,68:10'* = 168 milliarder =
168 000 000 000

B17

1) 3,210 2) 6,78-10*
B18
9-10°
B19
1,5-10°
B20

1) 5,33-10%*  2) 5,33-10*
B21
1,2-10'¢
B22
45101
B23
1,5-10°
B24
1,6-10°
B25
6-10°
B26
2:108
B27
4,5- 10
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