Noen formler det er lurt a kunne...

Rektangel A=g-h
Trekant A= gT'h
Parallellogram A=g-h
Trapes _let Zb) h
Sirkel A=m-r?
Prisme V=G-h
Sylinder V=nrh

Pytagoras’ setning

c? = b% + a?, der c er hypotenusen, a og b er
katetene i en rettvinklet trekant

Proporsjonalitet

Proporsjonale starrelser: y = ax

Omvendt proporsjonale starrelser: y = S

Lineare funksjoner

y=ax+b

Eksponentielle
funksjoner

y=a-b*

Polynom funksjoner

y=ax?*+bx+c
y=ax3+bx*+cx+d

Potensfunksjoner

y=a-b*

Vekstfaktor

p
1+100

p
1 100

Potenser

aP - g9 = gP+4 (a-b)P =aP - bP

ap a0:1

a4

(aP)q = qP1 P
aP

= b_p




Forord

Til vare gamle elever: velkommen tilbake etter sommerferien!
Til vare nye elever: Velkommen til Hellerud videre gaende skole, og gratulerer med valg av
skole!

Leering bestar av to parter; en som gnsker a lzere bort og en som gnsker a leere. Her pa
Hellerud vil du mgte topp motiverte leerere som gnsker & hjelpe deg gjennom dette skolearet
slik at du kan fa best mulig utbytte av undervisningen.

Imidlertid kan ingen av oss trylle. Skal vi kunne hjelpe deg til & oppna best mulig resultat er
det fire krav du ma oppfylle. Du ma:

- Magte til undervisning
- Magte presist

- Mate interessert

- Magate forberedt

@nsker du a beholde karakteren din fra 1P ma du vaere forberedt pa a jobbe hardt og serigst
med faget, men om du oppfyller dine krav er vi helt sikre pa at vi sammen greier a na malet
ditt.

Denne boka dekker lzereplanen i Matematikk 2P. Stoffet og oppgavene er valgt ut med tanke
pa den type oppgaver som har vist seg & vaere ganske vanlige til eksamen i 2P.

Til slutt i de fleste kapitlene er det eksamensoppgaver som kan lgses hvis du behersker stoffet
i dette og tidligere kapitler. @nsker du hgyere karakter enn 3 i faget ma du jobbe med disse
oppgavene

Forord til 5. utgave:

| denne versjonen av boka har vi lagt inn en del innfyllingsoppgaver. Dette er fordi vi gnsker
at boka skal veere et nyttig arbeidsverktgy for deg, og et oppslagsverk som du kjenner godt.
Ta godt vare pa boka, du kommer til a fa bruk for den.

Vi gnsker at du skal delta aktivt i timene. Derfor inneholder boka en del oppgaver hvor det du
har tenkt er viktigere enn hvilket svar du har kommet frem til.

Matematikkseksjonen ved Hellerud videregaende skole
Juni 2018

Bildet pa forsiden viser skaterampen laget av byggfagselever etter initiativ og iherdig innsats
fra Samuel Krueger. Omslaget er laget av MK-larer Christian Gruehagen.
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Tradmodellen — Hva vil det si & vaere god i matematikk?

1. Forstaelse: Forsta matematiske Forstaelse
begreper, representasjoner, operasjoner R ; T
og relasjoner Resomemg\ Beregning

\.‘P '.

2. Beregning: Utfare prosedyrer som
involverer tall, starrelser og figurer,
effektivt, ngyaktig og fleksibelt

3. Anvendelse: Formulere problemer
matematisk og utvikle strategier for a
lgse problemer ved a bruke passende
begreper og prosedyrer

Figur 1: A veere god i
matematikk bestar av

4. Resonnering: Forklare og begrunne en lgsning  fem sammenflettede
. - . . trader (oversatt utgave,

til et problem, eller utvide fra noe kjent til noe hentet fra Kilpatrick,

som ikke er kjent Swafford, & Findell,

2001, s. 117)

5. Engasjement: Vare motivert for a lzere
matematikk, se pa matematikk som nyttig og verdifullt, og tro at
innsats bidrar til gkt leering i matematikk

(Kilde: http://www.matematikksenteret.no/content/4526/Hva-betyr-det-a-vare-god-i-matematikk)
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Jo Boalers 7 bud

(fritt oversatt fra «Positive Norms to Encourage in Math Class»)
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Kapittel 1. Funksjoner

Funksjon er et av de viktigste begrepene i matematikken. Funksjoner handler om
sammenhengen mellom to starrelser. | dette kapitlet skal vi se n&ermere pa to typer
funksjoner, linezere og eksponentielle.

Hvordan vi skal tolke grafer

Hva som kjennetegner lineer vekst

Hva som kjennetegner eksponentiell vekst

Framstille funksjoner ved hjelp av tekst, formel, verditabell og graf.
Finne gjennomsnittlig og momentan vekstfart

Tolke svarene i praktiske situasjoner

Y Kroner i fondet

5000 Antall ar
0 X

-2 |02 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Kapittel 1. Funksjoner
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Mal for kapittel 1. Funksjoner

Kompetansemal

Mal for opplearingen er at eleven skal kunne

bruke digitale verktgy til & undersgke kombinasjoner av polynomfunksjoner,
rotfunksjoner, potensfunksjoner og eksponentialfunksjoner som beskriver praktiske
situasjoner, ved a bestemme nullpunkt, ekstremalpunkt og skjeringspunkt og finne
gjennomsnittlig vekstfart og tilneermingsverdier for momentan vekstfart

bruke funksjoner til 2 modellere, drgfte og analysere praktiske sammenhenger

Leeringsmal

Etter at du har arbeidet med dette kapittelet skal du sette kryss i de boksene som tilhgrer de
leeringsmalene du har oppnadd. Det er viktig at du er &rlig og at du ikke krysser i de boksene
som du fgler at du ikke kan. Pa den maten vet du pa hvilket omrade du ma forbedre deg.

Etter dette kapittelet vet jeg

N s Oy Ay O

hvordan jeg tegner et koordinatsystem med riktig inndeling av aksene
hvordan jeg merker av punkter i et koordinatsystem

hvordan jeg kan hente ut informasjon fra en graf

hvordan jeg tegner en funksjon i GeoGebra med aksetitler

hvordan jeg leser av fra x- og y-aksen i GeoGebra

hvordan jeg finner nullpunkter i GeoGebra

hvordan jeg finner topp- og bunnpunkt i GeoGebra

hvordan jeg finner gjennomsnittlig og momentan vekstfart i GeoGebra

Etter dette kapittelet kan jeg forklare

[]

[]
[]
[]

hva som kjennetegner ulike typer funksjoner: linezre-, polynom-, eksponentiell-,
potens- og rotfunksjoner

hvordan jeg finner konstantledd og stigningstall

hvordan jeg kan tegne en rett linje ved hjelp av konstantledd og stigningstall

hva gjennomsnittlig og momentan vekstfart forteller meg om en praktisk situasjon

Etter dette kapittelet kan jeg vurdere og

U
U

forklare hva avleste verdier fra en graf forteller meg om en praktisk situasjon
velge hensiktsmessig hjelpemidler nar jeg jobber med funksjoner
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1. Graftolkning

En grafisk fremstilling gir oss informasjon om sammenhengen mellom flere starrelser.

[
o2

— = N

ANAASA LTI VT T

12 20 2 0o 2 04 g 0] 10 12 14 18 18 20 22 oo 02 D4 06

Se pa bildet over fra yr.no som viser varselet for Hellerud videregaende skole. Angi
tidspunktene som hele timer, og temperaturen med én desimal. Starttidspunktet er kl. 17:00
fredag 9.juni.

a) Nar er det varmest pa sendag?

1. Hvaer temperaturen da?

2. Hvor mange timer er det gatt siden starttidspunktet?
b) Nar blir det kaldest pa lgrdag?

1. Hva er temperaturen da?

2. Hvor mange timer er det gatt siden starttidspunktet?
c) Nar vil det vaere varmest i perioden? (marker pa figuren)
d) Nar vil det veere kaldest i perioden? (marker pa figuren)

e) Hvor stor er forskjellen mellom det varmeste og kaldeste pa lgrdag og hvor mange
timer gar det fra det er kaldest til varmest?

f) Hvor mye stiger temperaturen med per time fra det kaldeste til det varmeste pa lgrdag?

g) Hvor mange ganger er temperaturen 15 °C? (marker pa figuren)

Kapittel 1. Funksjoner Side 9



h) Nar er temperaturen 13 °C? (marker pa figuren)
i) 1 hvilken periode er temperaturgkningen sterkest? (marker pa figuren)
j) 1hvilken periode er temperaturreduksjonen sterkest? (marker pa figuren)

k) Tegn en framstilling av temperaturutviklingen i lgpet av lgrdag 10. juni i et
koordinatsystem. Merk av temperatur hver time og tegn. Beskriv deretter
temperaturutviklingen det dggnet med egne ord og relevante matematiske begreper.

“y temperatur grader Celsius

o)

20
19
18
17
16
15
14
13
12

10

=t o B oo o 1 @

X timer etter midnatt 10. juni
-1 12 3 4 5 6 7 8 9 M0 N 12 43 4 5 46 77 48 49 W AN 2V B U

Beskrivelse med ord:
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1. Lineare funksjoner

| en linear funksjon sier vi at veksten er linear. Den kan bade vaere positiv (gkning) og
negativ (nedgang).

Hva kjennetegner lineaer vekst? Vi finner ut det ved hjelp av oppgavene under.
Oppgave 1
Elevtallet ved en skole er i dag 150. Antallet elever vokser med 25 elever hvert ar.

a) Hvor mange elever er det ved skolen om 1 ar?

b) Hvor mange elever er det ved skolen om 2 ar?

c) Hvor mange elever er det ved skolen om 4 ar?

d) Merk av elevtallet de ulike arene som punkter i koordinatsystemet under:
4001y~ “Antall elever
350
300
250
200
150
100

50

0 X
0 1 2 3 4 5

e) Legg merke til at de tre punktene ligger pa en rett linje, og tegn linja som gar
gjennom punktene.

f) Nar vil elevtallet ved skolen passere 300 dersom denne utviklingen fortsetter?
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Oppgave 2

| 2010 var antall innbyggere i en bygd 2500. Arene etterpé har antall innbyggere avtatt (gatt
ned, minket) med 250 per ar.

a) Hvor mange innbyggere var det i bygda i 2012?

b) Hvor mange innbyggere var det i bygda i 2015?

c) Hovis vi regner med at utviklingen vil fortsette, hvor mange innbyggere vil det veere i
bygda i 2020?

d) Merk av innbyggertallet de ulike arene som punkter i koordinatsystemet
ys00 |V Antall innbyggere
2000
1500

1000

- 500

Ar etter 2010
| X

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

e) Legg merke til at de tre punktene ligger langs en rett linje og tegn linja gjennom
punktene.

Grafene i oppgave 1 og oppgave 2 viser begge lineaer vekst.

e Hvaer likt?
e Hvaer forskjellig?

Den grafiske tolkningen av lineer vekst er en rett linje.

Ved linezer vekst er veksten lik per enhet. Vi kan bade ha positiv vekst (noe gker) og
negativ vekst (noe avtar)
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Oppgave 3
Nedenfor ser du 4 grafer. Minst en av grafene viser lineer vekst.

y

<

X

AN

a) Forklar hvilke(n) graf(er) som viser linezr vekst, og begrunn svaret.

b) Beskriv en praktisk situasjon som passer til de(n) grafen(e) som viser linegr vekst.
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Oppgave 4

Vi lgper pa tredemglle med jevn fart 12 km/t og vil finne ut hvor langt vi lgper dersom vi

holder denne farten

a) Fyll ut resten av tabellen under og merk av avstandene som punkter i
koordinatsystemet.

x (tid (timer)) | f(x) (distanse (km))
0,25 3
0,5
1
1,5

b) Hvorfor viser denne situasjonen linezer vekst?

c) Merk av punktene i koordinatsystemet og trekk en rett linje gjennom dem.

18{Y-distanse (km)

® (0.25, 3)

tid (timer)
X

0 01 02 03 0.4 05 06 0.7 08 08 1 11 12 1.3

d) Bruk grafen til a finne ut omtrent hvor lenge du ma lgpe for & ha lgpt 10 km

1.4 15

e) Hvor langt lgper du i lgpet av en time?

Kapittel 1. Funksjoner
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1.1 Praktisk tolkning av en linezr funksjon

Alle linezere funksjoner har

e konstantledd (der grafen skjeerer y-aksen)
e stigningstall (hvor mye funksjonsverdien gker med nar x-verdien gker med 1)

Som regel kaller man konstantleddet b og stigningstallet a. (a og b star for tall).
Uttrykket til en lineger funksjon kan da alltid skrives som

f(x)=a-x+bellerf(x)=b+a-x

Oppgave 5
a) Hva er konstantleddet og stigningstallet til funksjonene i grafene under?

b) Hva er uttrykket til hver av funksjonene i grafene under?

1000 y 600 1Y
35
B 500
800 30
C
25 400
800 0
A 300
400 15
200
P
200
5 100
0 X 0 X 0 X
01 2 3 4 5 8 0o 1 2 3 4 5 01 2 3 4 5 8

Ala= B:a= Cia=

fGx) = f&x) = f&x) =
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Det er interessant a vite uttrykket til en linear funksjon fordi det gir oss informasjon om hva
funksjonen beskriver. Vi skal na finne uttrykkene til funksjonene i oppgave 1 og 2:

Eksempel 1

1) Elevtallet ved en skole er i dag 150. Antallet elever vokser med 25 elever hvert ar.

Antall elever totalt vil veere 150 + endringen.

Endringen er +25 hvert ar, altsa 25 - antall ar.

Siden uttrykket skal gjelde for hvilket som helst ar i fremtiden,
erstatter vi «antall ar» med x

Antall elever etter x ar er gitt ved funksjonen f(x) =150+ 25 - x

1) 12010 var antall innbyggere i en bygd 2500. Hvert ar siden da har antall innbyggere
avtatt (sunket) med 250.

Antall innbyggere totalt vil veere 2500 + endringen

Endringen her er negativ (blir feerre), — 250 hvert ar, altsd — 250 - antall ar
Siden uttrykket skal gjelde for hvilket som helst ar i fremtiden,

erstatter vi «antall ar» med x

Antall innbyggere etter x ar er gitt ved funksjonenf (x) = 2500 - 250 - x

Oppgave 6
Emma arbeider som telefonselger.

350 Timelgnna hennes er delvis

y Timélann— B
by provisjonshasert, dvs at hun far et fast

300
o501 - Lo belgp hver time, i tillegg til en bestemt
| sum per abonnement hun selger.
200 1
! Bestem uttrykket til funksjonen.
150 i
100 7~
Antall solgte abonnement
0 N — Hva sier uttrykket om Ignna til Emma?

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Oppgave 7
En fotobedrift selger album med bilder.

Prisen pa albumet med x antall bilder er gitt ved funksjonen P(x) = 100 + 20x.

Hva er prisen pa albumet (uten bilder)?

Hva er prisen for ett bilde?

Hvor mye vil et album med 10 bilder koste?

1.2 Lineeaere funksjoner i GeoGebra

Vi kan bruke en graftegner (GeoGebra) til a tegne lineare funksjoner. Vi skriver da inn
funksjonsuttrykket i GeoGebra. Det er viktig a sette navn pa aksene i koordinatsystemet. |
eksemplet under repeterer vi fra 1P hvordan vi gjer det.

Eksempel:

Ole skal lade opp mobiltelefonen sin. Displayet viser at han har 23% igjen pa batteriet og
batteriet lades med 1% i minuttet. Uttrykket f(x) = x + 23 viser oppladingsprosenten til
batteriet etter x minutter. Vi skal tegne funksjonen de fagrste 60 minuttene.

Vi gar pa Skriv inn og velger Funksjon(Funksjon,start,slutt). Vi skriver inn det som star
etter = i uttrykket og O pa start og 60 pa slutt slik Funksjon(x+23,0,60) og trykker enter.

Vi stiller aksene med ~ og drar i x og y-aksen slik at grafen legger seg over x-aksen fra 0
til 60.

Vi setter navn pa aksene ved a hgyreklikke i Grafikkfeltet, velge Grafikkfelt og x- og y-
akse etter tur. Der det star Navn pa aksen skriver vi inn hva x og y er.

j annstll\mger
" HEEE e
Basis xAkse yAkse Rutenett

i1 Vis x-akse

1 Vis tall langs aksene

[ Bare i positiv retning

[] Avstand:

Merke langs aksene: | | | ~

Navn pa aksen: |x (Antall rnlnurter)| ~ |Enhe
Kryss ved: 0.0 [ Fest til kanten

1 Velg med museklikk
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Da blir bildet i GeoGebra slik:

¥ Grafikkfelt
g | (Prosent oppladet)

80
70
80
50
40
30

20~

¥ (Antall minutter)

Oppgave 8

60 65

Bestem funksjonsuttrykkene til funksjonene i oppgave 1 og 2. Tegn dem i hvert sitt
koordinatsystem i GeoGebra og la 0 < x <« 10 .Skriv ut grafene og lim dem inn her:

Kapittel 1. Funksjoner
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Vi kan bruke grafen til & finne informasjon om situasjonen vi har tegnet.

Eksempel.

Ole lurer pa nar batterikapasiteten er pa 50% og hvor mange prosent han har pa batteriet etter

60 minutter.

Vi finner batterikapasiteten pa y-aksen og skriver derfor inn 'y = 50 pa Skriv inn og trykker
enter. Vi far da frem en rett linje som krysser grafen. Vi leser av x-verdien i skjeringspunktet
med grafen ved a bruke Skjaering mellom to objekt (i nedtrekksmenyen til andre knapp fra

venstre).

» Grafikkfelt
g |V (Prosent oppladet)

20

S f(x) = x+23, (0<x< 60) //
,-/--
_—
60 L
-l
_—
h It
- TR
L Wt o)
40 /~/ T
-—--/
30 =
-~
_—

¥ (Antall minutter)

Vi ser at batterikapasiteten er 50% etter 27 minutter.

60 65
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Nar vi skal finne batterikapasiteten etter 60 minutter, gjgr vi det samme som ovenfor. Men vi
finner minuttene pa x-aksen. Derfor skriver vi inn x = 60 pa Skriv inn istedenfor. Vi leser sa

av y-verdien i skjeeringspunktet med grafen.

» Grafikkfelt
g |V (Prosent oppladet)

80

20

+ <x< -
- f(x) = x+23, (0<x<60) ’//
,--/
60 //_,./
_—
L
-
50 ——
—
10 =
—
=
kL] —
./-7-

(50, 83)
]

(Antall minutter)

Vi ser at batterikapasiteten er pa 83% etter 60 minutter.

Du ma alltid lime inn GeoGebra bildet i besvarelsen din og skrive svartekst og

fremgangsmate (hvilke kommandoer du har brukt i GeoGebra)

Oppgave 9

0 65

Vi har en vekt og et begerglass. Vi slar pa vekta og setter begerglasset pa vekta. Vi legger i en

og en terning og leser av hva vekta viser. Uttrykket
y =5x + 100
Viser vekta y nar vi har lagt pa x antall terninger.

a) Tegn grafen til y nar x er mellom 0 og 20
b) Hva viser vekta nar vi har lagt pa 7 terninger?

c) Hvor mange terninger ligger det pa vekta nar den viser 150 gram?

d) Hvor krysser denne linja y-aksen? Hva forteller denne verdien?
e) Hvor mye veier en terning?

Kapittel 1. Funksjoner
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Oppgave 10

Per fyller bensintanken helt full. Han vil se hvor langt han kan komme pa en full tank.
Uttrykket

y =-0,5x + 45
viser hvor mange liter han har igjen pa tanken nar han har kjert x mil.

a) Tegn grafen til y nar x er mellom 0 og 100

b) Hvor mye har Per igjen pa tanken nar han har kjgrt 30 mil?

¢) Hvor langt har Per kjgrt nar det er 10 liter igjen pa tanken?

d) Hvor langt har han kjert nar tanken er tom?

e) Hvor krysser denne linja y-aksen? Hva forteller denne verdien?
f) Hvor mange liter bruker bilen per mil?

2. Eksponentielle funksjoner

| praksis kan det veere lett a blande eksponentiell og linear vekst, et mal er derfor & kunne
avgjare nar veksten er eksponentiell og nar den er lineer.

«Ja, Nei, Hvorfor?»

Timelgnna til Peter er 200 kr. Han far to ulike tilbud om lgnnsgkning:

Tilbud A: 10 % etter 6 Tilbud B: 20 kr etter 6
maneder, deretter nye 10 % maneder, deretter nye 20 kr
etter 12 maneder. etter 12 maneder

Vil Peter ha den samme lgnna etter 12 maneder uavhengig av hvilket tilbud han velger?
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Eksempel 2

Da Dennis ble fgdt satte foreldrene inn 10000 kr i et aksjefond. De regner med at
avkastningen blir 5 % hvert ar.

Hvor mye er det pa konto etter 1 ar? Etter 2 ar? Hvorfor blir gkningen forskijellig disse
arene?

10000

Etter 1 ar vil si at 10000 kr har gkt med 5 %. 1 % av 10000 kr er o0 = 100 kr.
5% erda100 -5 = 500. Etter 1 &r er det 10000 + 500 = 10500 kroner i fondet.

Etter 2 ar vil si at 10500 kr har gkt med 5 %. 1 % av 10500 kr er 12320 = 105 kr

5% erda105 -5 = 525. Etter 2 ar er det 10500 + 525 = 11025 kroner i fondet.

Det farste aret gker fondet med 500 kr, det andre aret gker fondet med 525 kr. @kningen
er altsa stgrre det andre aret, fordi tallet vi regner 5 % av er starre.
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Oppgave 11

Ved en skole er det 1000 elever. Antallet elever vokser med omtrent 10 % hvert ar.

a) Hvor mange elever er det ved skolen om 1 ar?

b) Hvor mange elever er det ved skolen om 2 ar?

c) Hvorfor er endringen eksponentiell?

Oppgave 12

a) En flatskjerm koster 10 000 kr. Vi antar at verdien avtar med 10 % hvert ar.

b) Hva er verdien til flatskjermen etter 1 ar?

c) Hva er verdien til flatskjermen etter 2 ar?

d) Hvorfor er endringen eksponentiell?

Oppgave 13

Tabellen under viser gkningen i antall treningstimer til en svemmer fra hun er 15 til hun er
20 ar.

a) Regn ut gkningen i antall timer fra et ar til det neste, fyll inn i tabellen
b) Regn ut gkningen i prosent fra et ar til det neste, fyll inn i tabellen

c) Ergkningen i antall treningstimer eksponentiell? Begrunn svaret.

Alder 15 16 17 18 19 20
Timer 500 550 605 665 730 803
@kning i
timer
@kning i
prosent

Ved eksponentiell vekst er endringen prosentvis lik per enhet.
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2.1 Uttrykket til eksponentielle funksjoner

Fra kapitlet om prosent og oppgavene over ser vi at verdien alltid endrer seg med samme
prosent fra en periode til den neste nar veksten er eksponentiell. Da kan vi skrive verdien etter
x ar som ett regnestykke. Vi ser pa situasjonen fra eksempel 2:

Eksempel 3

Da Dennis ble fadt satte foreldrene inn 10000 kr i et aksjefond. De regner med at
avkastningen blir 5 % hvert ar.

105

Vekstfaktoren er 100 % + 5 % = 105 % = To0 = 1,05
Startverdi: 10000
Uttrykk for verdi etter 1 ar: 10000 - 1,05
Verdien etter 2 ar: 10000 - 1,05 - 1,05 = 10000 - 1,052
Verdien etter 3 ar: 10000 - 1,05 - 1,05 - 1,05 = 10000 - 1,053
Verdien etter x ar: 10000-1,05-1,05-...-1,05 = 10000 - 1,05*
A ~ _
x antall &r

Oppgave 14
Skriv opp uttrykket for antallet elever om x ar ved skolen i oppgave 8

Oppgave 15

Skriv opp uttrykket for verdien til flatskjermen om x ar i oppgave 9
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2.2 Grafen til eksponentielle funksjoner

Hvordan ser grafen ut til noe som vokser eller avtar med samme prosent?

Oppgave 16
Nedenfor ser du 4 grafer. Minst en av grafene viser eksponentiell vekst.
2500 {Y A 2500 {Y B
2000 2000
1500 1500
1000 1000
500 500
0 X 0 X
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2500 1Y c 2500 D
2000 2000
1500 1500
1000 1000
500 500
0 X 0 X
-1 o1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 2 4 6 8 10

Forklar hvorfor grafen(e) viser eksponentiell vekst

Oppgave 17
Hvilken graf nedenfor er grafen til funksjonen f(x) = 500 - 1,20*? Begrunn svaret
2000 . A goo ¥
2500
600
2000
1500 400
1000
200
500
0 X 0 X
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
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2.3Eksponentielle funksjoner i GeoGebra

Vi kan jobbe med eksponentialfunksjoner i GeoGebra pa samme mate som med linezre
funksjoner.

Oppgave 18

Da Dennis ble fadt satte foreldrene inn penger i et aksjefond. Uttrykket
f(x) =10000-1,05%

viser hvor mye han har i aksjefondet etter x ar.

a) Tegn grafen til f nar x er mellom 0 og 20 ar.

b) Hvor mye har Dennis i aksjefondet etter 10 ar?

¢) Nar har han mer enn 15 500 kr i aksjefondet?

d) Hvor mange kroner satte foreldrene til Dennis inn i aksjefondet da han ble fgdt?
Forklar.

e) Hvor mange prosent rente far han i avkastning per ar? Forklar.

Oppgave 19
Funksjonen

E(x) = 650 % 0,9%
viser elevtallet ved en skole x ar etter 2010.

a) Hva forteller tallene i uttrykket?
b) Tegn grafen til E for perioden 2010 til 2020.

Funksjonen
N(x) = 355 % 1,10*
viser elevtallet ved naboskolen x ar etter 2010.

c) Hva forteller tallene i uttrykket? Forklar.

d) Tegn grafen til N i det samme koordinatsystemet som E.

e) Nar er det like mange elever pa de to skolene.

f) 12016 ble de to skolen slatt sasmmen. Hvor mange elever var det da ved den nye
skolen?
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3. Polynomfunksjoner

“Polynom” betyr “flere ledd”. En polynomfunksjon bestar av en sum av potenser av X.
Potensen med den stgrste eksponenten bestemmer navnet pa funksjonstypen.

Polynomfunksjonen f (x) = 2x* —3x+1 kalles en andregradsfunksjon
Polynomfunksjonen g(x) = —x* + 2x* —4 kalles en tredjegradsfunksjon.

Begrepet stigningstall brukes ikke for polynomfunksjoner fordi grafen ikke er en rett linje.
Men ogsa polynomfunksjoner har et konstantledd som gir skjaeringspunktet med andreaksen.
Konstantleddene er 1 og -4 for funksjonene f og g ovenfor.

3.1 Grafen til en polynomfunksjon

En polynomfunksjon av grad 2 (=andregradsfunksjon) vil alltid ha et toppunkt eller et
bunnpunkt, under ser du grafen til funksjonene f(x) = x2 og g(x) = —x2.

Hva er likt og hva er forskjellig med disse grafene? Hvorfor er det slik?
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Oppgave 20
Funksjonen f er gitt ved f(x) = x? — 2x + 1.

a) Hva kan vi si om hvordan grafen vil se ut fgr vi tegner den?

b) Gjer utregninger og fyll ut resten av tabellen:

x -1 0 1 2 3
f() 4

c) Marker resten tallene fra tabellen som punkter i koordinatsystemet og tegn grafen.

an
+++++
o
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3.2 Ekstremalpunkt

| mange oppgaver med polynomfunksjoner blir du bedt om a tegne grafen og a finne starste
eller minste verdi som funksjonen kan ha. Disse punktene kalles for ekstremalpunkt. Litt
enkelt kan vi si at den sterste verdien kalles for toppunkt, og den laveste verdien bunnpunkt.

Eksempel 4

Funksjonen B(x) = 3x? —66x + 2164 er en andregradsfunksjon. Det viser seg at denne

beskriver ganske godt antall besgkende i et alpinanlegg som funksjon av dagnummeret x i
maneden mars. Vi sier at funksjonen er en god modell for antall besgkende.

Tegn grafen til funksjonen nar x ligger mellom 0 og 31.

Pa hvilken dag var det faerrest besgkende i bakken? Hvor mange var der da?

Vi taster inn funksjonsuttrykket slik i Geogebra: Funksjon(3x"2 — 66x + 2164,0,31). Vi ber
altsa om at grafen skal tegnes fra x = 0 til x = 31. Sa skriver vi en passende tekst pa aksene.

Etter & ha justert aksene skal grafen bli omtrent slik:

y/ antail besrakéende

-;—--3000-
-+~ 25001
20001
---1500,
- 10001

- 5001

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

i i | : X/ dbgnumn‘:\er i ma}s
20 22 24 26 28 30 32

Geogebra har antagelig gitt funksjonen navnet f(x). For a finne ngyaktig verdi for bunn-

punktet, skriver vi kommandoen Ekstremalpunki(f).
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y/ antail besakiande

30001
-+~ 2500
20004
- 15001

~= 1000

- 5001

: ‘ : ; ;
0 i i i i i i i : i i i i i | x/ dagnummer i mats
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

Vi ser at det var faerrest besgkende for x = 11, altsa 11. mars. Da var det omtrent 1800
besgkende.

Oppgave 21
En bedrift har funnet ut at overskuddet pa en vare per uke (i kroner) er gitt ved funksjonen
O(x) = —2x* +200x — 2000, der x er prisen pa en enhet av varen i kroner.

a) Tegn grafen. La x ligge mellom 0 og 100.
b) For hvilken pris blir overskuddet starst, og hvor stort er overskuddet da?

Oppgave 22
Funksjonen F(x) = 25x*> —375x* +1150 x +12000 beskriver ganske ngyaktig antallet
innbyggere i en kommune x ar etter ar 2000. x = 0 er altsa ar 2000, x = 1 er ar 2001 osv.

a) Tegn grafen til denne funksjonen fra ar 2000 til og med 2013.
Her ma du altsa la x ligge mellom 0 og 13.
b) Hvilket ar var det faerrest innbyggere i kommunen? Hvor mange innbyggere var det da?
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4.3 Nullpunkt

Et punkt der grafen til en funksjon treffer x-aksen kalles et nullpunkt til funksjonen. I et slikt
punkt er funksjonsverdien lik null.
Vi ser farst pa hvordan vi finner nullpunkter i GeoGebra.

Eksempel 5
Vi gnsker a finne nullpunktet til funksjonen i oppgave 16. Farst taster vi inn funksjonen:

Funksjon(-2x"2+200x-2000,0,100). GeoGebra kaller funksjonen for f. Sa skriver vi
kommandoen Nullpunkt(f).

Overskudd / kr i i ] ) i i
30001 -~~~ jmmmmmgmmmmepemen (aiaiieiel ielaiied et RREERE EEt

s s S T i T e St TS SR S

e B s B e S R &
1500f -~ -~ e T 4 B ST T sochr STt S WCRU BN PR EERR RS SRR
1000

e e L R et
(88.73,10)
0

Plis / kri
95 100 105

Det ene nullpunktet er x = 11.27, og har koordinatene (11.27 , 0). Alle nullpunkter vil ha
y-koordinat 0. Det andre nullpunktet er x = 88.73, og har koordinatene (88.73 , 0).

Hva er den praktiske betydningen av dette?

Siden funksjonen viser et overskudd, vil den delen av grafen som ligger under x-aksen vise
nar bedriften gar med underskudd. Der grafen treffer x-aksen er overskuddet lik null, det vil si
at bedriften verken gar med overskudd eller underskudd, den gar i balanse.

Bedriften gar i balanse nar prisen pa varen er 11,27 kr eller 88,73 kr.
Bedriften gar med overskudd nar prisen er hgyere enn 11,27 kr og lavere enn 88,73 kr.
Bedriften gar med underskudd nar prisen er lavere enn 11,27 kr eller hgyere enn 88,73 kr.

Oppgave 23
En bedrift har funnet ut at overskuddet pa en vare per uke (i kroner) er gitt ved funksjonen
0(x) = —x? + 300x — 1500, der x er prisen pa en enhet av varen.

a) Tegn grafen. La x ligge mellom 0 og 300.
b) For hvilken pris gar bedriften i balanse (overskudd lik null)?
c) Nar gar bedriften med overskudd?
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4.4. Skjeringspunkt

Et punkt der to grafer treffer hverandre, kalles skjeringspunkt. I et skjaeringspunkt er
funksjonsverdien til to funksjoner den samme.

Metoden vi bruker for a finne skjeringspunkter er kjent fra lineaere funksjoner, men vi skal se
pa et eksempel der den praktiske betydningen er ny.

Eksempel 6
Vi ser fortsatt pa funksjonen fra oppgave 16.

Vi vil finne hva prisen ma veere for at overskuddet skal bli stgrre enn 2000 kr.
Vi tegner inn linja'y = 2000 og finner skjaeringspunktene:

Overskudd /tkr

' ' 1 [ ' I 1 [ ' 1 [ [ ' 1 ' ] '
H - e [ [T [ I femme o decean [ (. deeeee L PN PR PR [ domemm PR (I I P leceoo [ [P 1o,
3000 i i i | i 0 i i v i h | i i ] v h 1 T

1 1 1 ' 1 1 1 ' 1 1 1 ' ' 1 [ ' ' 1 ' ' 1
1 1 1 ' 1 ' L ' ' 1 1 ' ! 1 ' ' ' 1 ' ' '
10 [0 3 e Rt S T T T LT T T .
' ' ' ' I ' 1 ' ' 1 I ' ' I ' ' 1 1 ' ' '
' ' 1 ' ' | 1 ' ' 1 1 ' ' 1 ' ' ' 1 ' ' '

(21.64, 2000) | { (72.36, 2000)

R B o

' i ' ] I ' ] ] I ' ] i ' ] ' ' I
i i ' | i ' ] I ' ] ] I ' ] I ) ' ] ' ' I
10004 ----- ] Ep Y S — e i S i {1 N N [ PR R S
| i I ' i ' ] [ ' ] ] [ ' ] [ i | ] ' ' i
i I ' ' I ' ] I ' ] ] I ' ] I I ' ] ' ' I

Plis / kri
0 95 100 105

30 35 40 45 50 55 60 85 70 75 80 85

Vi ser at skjeeringspunktene er (27.64 , 2000) og (72.36, 2000). Det betyr at nar prisen er
27,64 kr eller 72,36 er overskuddet lik 2000

Vi ville finne ut nar overskuddet er starre enn 2000 kr. Siden grafen ligger over linja
y = 2000 mellom de to skjeringspunktene, er overskuddet starre enn 2000 kr nar prisen er
mellom 27,64 kr og 72,36 kr.

Oppgave 24
En vardag mellom kl. 12 og kl. 20 var temperaturen gitt ved T(x) = —0,24x2 + 1,2x + 16,
der T(x) star for antall celsiusgrader, og x for antall timer etter kl. 12.
a) Tegn grafen til denne funksjonen fra kl. 12 til og med kl. 20.
Her ma du altsa la x ligge mellom 0 og 8.
b) Nar var temperaturen lik 16 °C?
¢) Nar var temperaturen hgyere enn 16 °C?
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Oppgave 25

Karl star pa balkongen og kaster en ball opp i lufta. Etter x sekunder er ballen tilneermet h(x)
meter over bakken, der

h(x) = —=5x% + 10x + 15

a) Tegn grafen til h nar x er mellom 0 og 3 sekunder
b) Hvor hgyt over bakken er ballen etter 2 sekunder?
c) Nar er ballen 18 meter over bakken?

d) Nar er ballen pa sitt hgyeste over bakken?

e) Nar treffer ballen bakken?

Oppgave 26

Firmaet FISKEMAT produserer og selger frossenfisk. Kostnaden K ved produksjonen er gitt
ved funksjonen

K(x) = 0,012x2 + 14x + 7000
der x er antall produserte enheter per uke.

a) Tegn grafen til K for x mellom 0 og 2500.
b) Hva er kostnaden nar firmaet produserer 750 enheter?
c) En uke var kostnaden 40 105 kr. Hvor mange enheter ble produsert denne uka?

FISKEMAT kan selge produktene for 45 kr per enhet.

d) Forklar at salgsinntekten er gitt ved I(x) = 45x

e) Tegn grafen til I i samme koordinatsystem som K.

f) Nar er salgsinntekten lik kostnaden?

g) Nar er salgsinntektene starre enn kostnadene? Hva betyr dette?

4. Potens s
Alle potensfunksjoner ser slik ut: f(x) =a-x". Her er a og b faste tall. Eksempler:

f(x)=10-x?
g(x)=200-x"
h(x) = 83- x°

Det viser seg at x>° faktisk er det samme som Jx, slik at ogsa en rotfunksjon kan skrives som
en potensfunksjon.
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Her er grafene til disse tre funksjonene:

S
\\H

L

Eksempel 7
Huvis vi slipper en gjenstand og lar den falle rett ned, vil den etter x sekunder ha falt en

strekning, malt i meter, som er gitt ved funksjonen s(x) = 4,9x°. Forutsetningen er at
luftmotstanden er liten. Grafen blir slik:

Ts®/m

20

. /

- 3,195 /s
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For & finne hvor langt gjenstanden kan falle pé& 2 s, kan vi regne ut s(2) =4,9-2° =19,6pa

kalkulatoren. Vi kan ogsa regne det ut i Geogebra..

For a finne hvor lang tid den bruker pa a falle 50 m, legger vi inn linja y= 50 i Geogebra (den
prikkede linjen) og finner skjeeringspunktet. Da ser vi at gjenstanden bruker 3,19 s pa a falle
50 m.

Oppgave 27
Tiden t(x) , malt i sekunder, som en gjenstand bruker pa a falle x meter uten luftmotstand, er

gitt ved funksjonen t(x) =0, 45+/x .

a) Tegn grafen til t nar 0 < x <100. Jx skriver du som sgrt(x) i Geogebra. (sqrt = square
root.)

b) Hvor lang tid bruker gjenstanden pa a falle 80 m?

¢) Hvor langt faller gjenstanden pa 3,6 s?

6. Vekstfart
6.1 Konstant vekstfart

Vekstfarten til en starrelse som forandrer seg med tiden viser hvor raskt sterrelsen forandrer
seg. Vi ser farst pa eksempler hvor en starrelse forandrer seg like mye i like lange tidsrom. Da
sier vi at veksten er jevn, og vekstfarten er konstant. Slik vekst beskrives med en lineser
funksjon.

Eksempel 8
Et tre vokser jevnt og med 0,6 m hvert ar. Da er vekstfarten 0,6 m/ar.

Eksempel 9
Det vi i dagligtale kaller fart, er egentlig vekstfarten til en strekning som en bil eller noe annet

forflytter seg. Hvis farten til en bil er 80 km/h, betyr det at strekningen som bilen kjarer gker
80 km pa en time.

Eksempel 10
Et tre vokser jevnt, og hayden gker fra 2,1 til 4,5 m pa 3 ar. Hgyden gker altsa med
45m—2,1m=24mpa3ar. Da er vekstfarten 2:,%4°m =0,8 m/ar

ar
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Oppgave 28
Vekten av en melon gker jevnt fra 2,6 kg til 5,9 kg pa 3 uker. Hva er vekstfarten til vekten av
melonen? Husk malenhet pa svaret.

Eksempel 11
Antall bakterier i ei skél med naring er gitt ved funksjonen b(x) =300x+1000, hvor x er

antall timer som er gatt etter at bakteriene ble plassert i skala. Da er vekstfarten lik stignings-
tallet til denne lineaere funksjonen. Vekstfarten er konstant og lik 300 bakterier/time.

Oppgave 29
Den 1. juni var 50 m? av en sjg dekket med alger. t uker senere var arealet som var dekket,

beskrevet av funksjonen A(t) =50+ 20t. Hva var vekstfarten til arealet av det algedekkede
omradet? Husk malenhet.

Eksempel 12
Grafen viser antall innbyggere i en kommune fra ar 2000 og utover. Ar 2000 svarer til x = 0.
- T ¥/ antall innbyggere
/
//
e 18000 - 13000 =

5000.inabyggere

X/ 4r etter 200
-1 2 1 11 12 13

For & beregne vekstfarten finner vi to punkter pa grafen som er lette a lese av. Ved a bruke de
to punktene som er vist, far vi at vekstfarten er
5000 innbyggere
10 ar

=500 innbyggere/ar
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T Reallonn / kr
Oppgaves I
Grafen viser hvordan reallgnna til ) ——
Asgar har utviklet seg de siste 6 arene.
Finn vekstfarten til reallgnna. 300000
x/ar
Eksempel 13

En sommerdag synker temperaturen jevnt noen timer. Pa 4 timer har temperaturen minket fra
25 grader til 19 grader, altsa med 6 grader.

Hvis noe minker etter hvert som tiden gar, er vekstfarten negativ.
—6 grader
4 timer
Funksjonen som beskriver temperaturutviklingen blir da T (X) =—1,5X+25 ndr x er tiden som

har gatt siden temperaturen var 25 grader.

Her blir vekstfarten =-1,5 grader/time.

Oppgave 30
Temperaturen i en kopp med varmt vann synker jevnt noen minutter. Temperaturen minker
fra 100 grader til 90 grader pa 4 minutter.

a) Finn vekstfarten til temperaturen.
b) Lag en funksjon som viser temperaturen i vannet som funksjon av tiden x.

Oppgave 31
| en kommune sank innbyggertallet jevnt gjennom flere ar. 1 2008 var det 20 000 innbyggere i
kommunen og i 2012 var det 18 000 innbyggere.

a) Finn vekstfarten til innbyggertallet.

b) Lag en funksjon som viser innbyggertallet 1(x), hvor x er antall ar som har gatt siden 2008
(slik at x = 0 tilsvarer ar 2008, x = 1 tilsvarer 2009 osv.)

¢) Hvavil innbyggertallet vaere i 2015 hvis utviklingen fortsetter pa samme maten?

d) Nar vil innbyggertallet veere lik 15 000?
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6.2 Gjennomsnittlig vekstfart

Hvis veksten ikke er jevn, vil heller ikke vekstfarten veere den samme hele tiden. Da bruker vi
ofte gjennomsnittlig vekstfart.

Eksempel 14
Grafen til hgyre viser hgyden til en plante de

farste 15 dagene etter at den ble plantet.
Av grafen kan vi lese at hgyden er 50 mm ved
x=0,90 mm ved x =5 og 160 mm ved x = 10.

2001 ¥/ heyde i mm

Fordi grafen ikke er en rett linje, er vekstfarten
ikke konstant. Vi kan imidlertid regne ut
gjennomsnittlige vekstfarter.

To eksempler: 0 o
-~
Gjennomsnittlig vekstfart de fem farste
dagene:
90 Mm-50 mm 40 mm x/ dager
= =8 mm/dag a o112 B %516
5 dager 5 dager

Gjennomsnittlig vekstfart fra dag 5 til dag 10:

160 mm-90 mm 70 mm
5 dager 5 dager

=14 mm/dag

Oppgave 32
Finn gjennomsnittlig vekstfart de ti fgrste dagene for planten i eksemplet foran.

Eksempel 15
Vi kan finne gjennomsnittlig vekstfart ved hjelp av GeoGebra.

Funksjonen som beskriver hgyden av planten i forrige eksempel er
h(x) =-0,1x> + 2,1x* + 50
Forst taster vi inn funksjonen: Funksjon(-0.1x"3+2.1x"2+50,0,15).
Vi setter inn punktene A = (0, 50), B = (5, 90) og C = (10, 140) pa grafen.
Vi velger verktgyikonet linje mellom to punkter.
Hoyreklikk pa linjen og endre funksjonsuttrykket til y = ax + b. Stigningstallet a er lik
gjennomsnittlige vekstfart.
Svaret blir a = 8 mellom punkt A og B, og a = 14 mellom punk B og C som stemmer med
utregningene i eksempel 12, 8 mm/dag og 14 mm/dag.
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6.3 Momentan vekstfart

Momentan vekstfart er vekstfarten pa et bestemt tidspunkt, altsa i et bestemt gyeblikk
(sammenlign “moment” = gyeblikk pa engelsk).

Den momentane vekstfarten er starst der grafen er brattest. Hvis vi igjen ser pa grafen i
forrige eksempel som viser hgyden til planten, kan det se ut som grafen er brattest omtrent nar
X = 7 dager.

For a finne verdien til den momentane vekstfarten i et bestemt gyeblikk x, ma vi tegne
tangenten til grafen for denne verdien av x. Da er den momentane vekstfarten stigningstallet
til tangenten. Dette kan vi gjare i Geogebra.
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Eksempel 16
Vi fortsetter a undersgke veksten til planten i eksemplene foran.

Under har vi tegnet grafen, og tangenter for x = 2 og x = 8. Vi tegner en tangent til funksjonen
fix=2iGeogebra med kommandoen Tangent(2,f) .
Geogebra gir oss ogsa likningene for tangentene. De er skrevet inn pa figuren under.
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Fra likningene til tangentene pa figuren ser vi at den momentane vekstfarten er 7,2 mm/dag
etter 2 dager og 14,4 mm/dag etter 8 dager.

Oppgave 33
Vekten i kg av en voksende melon er tilnermet gitt ved funksjonen

V (x) =-0,0024x> +0,02x* +0,21x +1,0

der x er antall uker etter at vekten var 1,0 kg. Uttrykket gjelder bra de atte farste ukene.

a) Tegn grafen til V nar x ligger mellom 0 og 8 uker.

b) Finn momentan vekstfart nar x = 2 og nar x = 6. Husk a skrive malenhet pa svaret.
c) Hva er vekten av melonen etter 2 uker?

d) Regn ut gjennomsnittlig vekstfart mellom uke 2 og uke 8
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Viktige begreper

Konstantledd

Stigningstall

Variabel

Funksjonsuttrykk

Punkt

Graf

Tallintervall

Tallomrade

Topppunkt

Bunnpunkt

Nullpunkt
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GeoGebra — fremgangsmate

Lage graf for et
bestemt
tallomrade

Lage graf utfra
punkter

Skrive inn
aksetitler

Tilpasse x- og y-
aksen

Svare pa
oppgaver

Finne en x- eller
y-verdi nar den
andre er oppgitt

Finne topp- og
bunnpunkt

Finne nullpunkt

Finne
gjennomsnittlig
endring mellom

to x-verdier

Finne momentan
endring/vekstfart
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Oppsummerende oppgave

Funksjonen T gitt ved

viser temperaturen i grader Celsius T(x) pa Hellerud 1. april et ar x timer etter midnatt

a) Bruk graftegner til a tegne grafen til T.

b)

c)

d)

T(x) = —0,08x3 + 1,29x% — 3,9x + 1,2

0<x<12

Fremgangsmate:

Nar var temperaturen over 10 °C?

Svartekst:

Fremgangsmate:

Hva var temperaturen kl 01:00?

Svartekst:

Fremgangsmate:

Nar var temperaturen 0 °C?

Svartekst:

Fremgangsmate:
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e) Hva var den laveste og den hgyeste temperaturen disse timene?
Svartekst:

Fremgangsmate:

f) Hvor mange grader gkte temperaturen med i gjennomsnitt per time fra den var pa det
laveste til den var pa det hgyeste?
Svartekst:

Fremgangsmate:

g) Bestem den momentane vekstfarten til funksjonen T nar x=11.
Gi en praktisk tolkning av dette svaret
Svartekst:

Fremgangsmate:
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Lim inn bildet fra GeoGebra her:
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Eksamensoppgaver funksjoner

El
(2P, 2PY hgst 2016, Del 1, 4p)

Nedenfor har vi beskrevet fire ulike situasjoner.

Situasjon | Beskrivelse

1 Eline tar en lgpetur. Hun starter hjemmefra i rolig tempo og gker sa tempoet
etter hvert. Etter en stund snur hun og lgper raskt tilbake samme vei.

2 Eline lgper hjemmefra for a rekke bussen. Etter & ha ventet noen minutter
skjgnner hun at hun ikke rakk bussen, og gar tilbake samme vei.

3 Eline starter hjemmefra og gar opp en bratt bakke. Hun tar en liten pause pa
toppen av bakken far hun lgper tilbake samme vei.

4 Eline starter hjemmefra og padler over fjorden. | starten har hun motvind, men
etter hvert avtar vinden, og farten gker.

Nedenfor ser du grafiske framstillinger som beskriver sammenhengen mellom tid og Elines
avstand hjemmefra for hver av de fire situasjonene.

¥ Avsiand hiemmefra

Tw msstand hjemmetra
~ 4
[y 7
-._f'
.-._.-"
f-l-
- .I-K
I Wow
Tid
¥ Bistand hjesmmefra
x.l'
o
_-"
- .-..
— ¥
Tid

y Awstand hismmaita

Hvilken graf passer til situasjon 1?
Hvilken graf passer til situasjon 2?
Hvilken graf passer til situasjon 3?
Hvilken graf passer til situasjon 4?

Begrunn svarene dine.
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E2
(2P, 2PY hgst 2016, Del 1, 4p)

Y Antall dyr
11000 |

10045

Ar atter 20410
x.
1

Linjediagrammet ovenfor viser hvordan antall dyr av en art har avtatt innenfor et bestemt
omrade i perioden 2010-2015.

a) Bestem en linezr funksjon som tilneermet beskriver utviklingen.
b) Hvor mange dyr av arten vil det vare i omradet i 2018 ifglge funksjonen fra oppgave a) ?

c) Hvor mange ar vil det ga for det ikke er flere dyr av arten igjen i omradet ifglge
funksjonen fra oppgave a) ?

E3
(2P, 2PY hegst 2016, Del 1, 2p)

Siri har kjept bil. Hun antar at verdien av bilen ar etter at hun kjgpte den, vil vaere gitt ved
V(x) = 250000 -0,9*
a) Hva forteller tallene 250 000 og 0,9 i dette funksjonsuttrykket om verdien av Siris bil?

b) Hva vil bilens verdi vare ett ar etter at Siri kjgpte den?
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E4
(2P var 2016, Del 1)

a) Forklar hva det vil si at en sterrelse gker eksponentielt
b) Nedenfor ser du tre ulike grafer. Hvilken eller hvilke av disse viser eksponentiell
vekst? Begrunn svaret ditt

E5
(2P var 2016, Del 1)

Marte er telefonselger. Hun har en fast grunnlgnn per time. | tillegg far hun et fast belgp for
hvert produkt hun selger.

En time solgte hun 2 produkter. Hun tjente da til sammen 170 kroner. Den neste timen solgte
hun 4 produkter. Denne timen tjente hun til sammen 220 kroner.

a) Lag en grafisk framstilling som viser ssmmenhengen mellom hvor mange produkter
Marte selger i lgpet av en time, og hvor mye hun tjener denne timen.

b) Bruk den grafiske framstillingen til & bestemme Martes grunnlgnn per time og det
belgpet hun far for hvert produkt hun selger.

¢) Hvor mange produkter ma Marte selge i lgpet av en time dersom hun skal tjene 370
kroner denne timen?
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E6
(2P, hest 2015, del 1)

jcaon}. - Antall bakterier

frunlng

0004

ey

000 B

L0000

4000-

=000

0a0-

18ac Antall tiimer etter af Lars startet observasjonene
c 2 4 8 8 W 42 43 18 18

Lars observerer en bakteriekultur. Fra han startet observasjonene, har antall bakterier avtatt
eksponentielt. Se grafen til funksjonen B ovenfor.

Bestem vekstfaktoren og sett opp utrykket for B(x)

E7
(2P, var 2015, del 1)
Sigurd er 30 km fra hjemmet sitt. Han sykler hjemover med en konstant fart pa 12 km/h.

Lag en grafisk framstilling som viser sammenhengen mellom antall timer og antall kilometer
han er hjemmefra.

Hvor lang tid tar det fgr han kommer hjem?

ES
(2P, vér 2015, del 1)

Karl star pa balkongen og kaster en ball opp i lufta. Etter t sekunder er ballen tilnrmet h(t)
meter over bakken, der

h(t) = —5t? + 10t + 15

a) Fyll ut tabellen nedenfor

t 0 0,5 1 15 2 2,5 3

h(t) 18,75 18,75 8,75

b) Tegn grafen til h

c) Gi en praktisk tolkning av verdiene av h(0) og h(3)
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E9
Funksjonene G og J gitt ved

G(x) = 0,0030x3 — 0,088x2 + 1,17x + 3,7 0<x<12

J(x) =0,0017x3 — 0,057x2 + 0,93x + 3,7 0<x<12
viser hvordan vekten til to babyer, Geir og Janne, utviklet seg det farste levearet.
Geir veide G (x) kilogram, og Janne veide J(x) kilogram x maneder etter fadselen.

a) Bruk graftegner til a tegne grafen til G og grafen til J i samme koordinatsystem.
b) Hvor mange kilogram la hver av de to babyene pa seg i lgpet av det farste levearet?

¢) Hvor mange maneder gikk det far hver av de to babyene hadde doblet fadselsvekten
sin?

G(12)-G(0) oy G(2)-G(0)

d) Bestem
12 2

Hva forteller disse svarene om vekta til Geir?

E10
(2P var 2015, Del 2)

Funksjonen f gitt ved
f(x) = —0,0000028x3 + 0,001x? — 0,025x + 3,8 0<x<300

Viser temperaturen f(x) grader celsius i sjgen et sted pa Sgrlandet x dager etter 31. desember
2013

a) Bruk graftegner til a tegne grafen til f
b) Bestem forskjellen mellom hgyeste og laveste temperatur

c) Bestem f(100) og den momentane vekstfarten til £ nar x = 100.
Hva forteller disse svarene?
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Ell
(1P var 2013, Del 2)

Funksjonen h gitt ved h(t) = 3,35t*> —50t* +170t + 700 var en god modell for hjortebestanden
i en kommune i perioden 1990 — 2000.
Ifalge modellen var det h(t) hjort i kommunen t ar etter 1. januar 1990.

a) Tegn grafen til h for 0<t<10.
b) Nar var hjortebestanden starst, og hvor mange hjort var det i kommunen da?
c) Luws likningen h(t) = 850 grafisk, og forklar hva lgsningen forteller om hjortebestanden.

d) Hvor stor var den gjennomsnittlige endringen i antall hjort per ar i perioden 1. januar 1994
—1. januar 1998?

E12
(2P-Y hgst 2013, Del 2)

Funksjonen f gitt ved f (x) =—-9x> + 270x* —1400x + 3000 viser hvor mange personer som
var logget pa en nettside x timer etter midnatt et gitt degn.

a) Tegn grafentil ffor 0<x<24.

b) Hvor mye var klokka da det var flest personer logget pa nettsiden?
Hvor mange personer var logget pa nettsiden da?

c) Nar var flere enn 1500 personer logget pa nettsiden?

d) Bestem den gjennomsnittlige vekstfarten til f for 6 < x <16.
Hva forteller dette svaret?

E13

(Eksamen 2P(-Y), var 2016, del 2)
Funksjonen B gitt ved
B(x) = 0,006x* — 0,33x3 + 5,7x% — 32,1x + 59,3 5<x<23

viser hvor mange grader B(x) sola stod over horisonten x timer etter midnatt i Bergen
21. juni 2015.

a) Bruk graftegner til a tegne grafen til B.
b) Hvor mange grader stod sola over horisonten da den var pa sitt hgyeste?
c) Nar stod sola 20 grader over horisonten?

d) Hvor mange grader steg sola i gjennomsnitt per time fra klokka 05.00 til klokka
12.00?
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Fasit gvingsoppgaver funksjoner

Fasit eksamensoppgaver funksjoner

El
E2
E3
E4
E5
E6
E7
E8

1D 2B 3A 4C

a) y = 8500 — 500x eller f(x) = —500x + 8500 b) 4500 dyr c) 17 ar

a) Salgsprisen er 250 000,- verdien faller 10 % per ar b) 225 000,-

a) Lik prosentvis gkning per periode b) B. Grafen blir brattere etter hvert som x gker
a) b) 25 kr per produkt, grunnlgnna er 120 kr c) 10 produkter

a) 0,90, 10000 - 0,90"x

2,5 timer

a) h(0)=15, h(1)=20, h(2)=15, h(3)=0 b) c) h(0): hvor hayt over bakken ballen kastes

(15m) h(3): Hvor hayt ballen er over bakken etter 3 sek (0 m, altsa pa bakken)

E9

b) G:6,6 J:5,9 ¢) G: 4,4 mnd J: 5,6 mnd d) 0,55, gjennomsnittlig vektgkning per maned

det farste aret for Geir. 1,01, gjennomsnittlig vektgkning per maned de to farste manedene for

Geir

E10 b)ca. 13,3 °C¢) f(100) = 8,5 £°(100)=0,09. Betyr at temperaturen i vannet er 8,5 grader
100 dager etter 31.12, og den dagen gker temperaturen med 0,09 grader per dag.

E11 b) Ifebruar 1992, ca. 870 hjort c) | mai 1991 og januar 1993

E12 b) kl. 17, 13000 c) mellom ca. kl. 5 0g 24 d) ca. 1050 personer/time.

E13 b)52,2°c) ca. kl.07.40 og ca. kl. 19:40 d) ca. 0,9° per time
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Kapittel 2. Matematiske modeller

Jordas befolkningsutvikling de siste 1000 ar

mill.
7.000

6.000 {
!

5,000

4,000

3.000

/

/

2,000 /
=

1,000

En matematisk modell er en funksjon som mer eller mindre bra beskriver en praktisk
situasjon.

Dette kapitlet handler blant annet om:

e Hvordan lage en matematisk modell ved hjelp av gitte opplysninger.

e Hvordan finne en matematisk modell ut fra en tabell med observerte sammenhenger
mellom to sterrelser (regresjon).

e Hvordan finne mgnster i et tallmateriale.

Vekt som funksjon av hgyden

120 . . y = 161.22¢ - 211.58
100 = R? = 0.50%4
-

m a0 = -~
i, 7 + Vekt i kg
3 D —— Lineser (Vekt i k)
> 40

20

0

1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
Hayde | meter
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Mal for kapittel 2. Matematiske
modeller

N

Kompetansemal

Mal for opplearingen er at eleven skal kunne

o gjore malinger i praktiske forsgk og formulere matematiske modeller pa grunnlag av
observerte data

« analysere praktiske problemstillinger knytte til dagligliv, skonomi, statistikk og
geometri, finne mgnster og struktur i ulike situasjoner og beskrive sammenhenger
mellom starrelser ved hjelp av matematiske modeller

o utforske matematiske modeller, sammenligne ulike modeller som beskriver samme
praktiske situasjon, og vurdere hvilken informasjon modellene kan gi, og hvilket
gyldighetsomrade og begrensninger de har

o bruke digitale verktay i utforsking, modellbygging og presentasjon

Leeringsmal

Etter at du har arbeidet med dette kapittelet skal du sette kryss i de boksene som tilhgrer de
leeringsmalene du har oppnadd. Det er viktig at du er &rlig og at du ikke krysser i de boksene
som du fgler at du ikke kan. P4 den maten vet du pa hvilket omrade du ma forbedre deg.

Etter dette kapittelet vet jeg

1 hva vi mener med en matematisk modell
1 hvordan jeg legger inn data fra en tabell i et regneark i GeoGebra
1 hvordan jeg utfarer regresjonsanalyse i GeoGebra for a finne en matematisk modell

Etter dette kapittelet kan jeg forklare

1 hvordan jeg kan hente ut informasjon fra en matematisk modell
1 hvordan jeg finner mgnster i tall og figurer

Etter dette kapittelet kan jeg vurdere og

1 velge hvilken modell som passer best til en praktisk situasjon
1 forklare hvilken informasjon en matematisk modell kan gi
1 argumentere for en modell sitt gyldighetsomrade og hvilke begrensninger den har
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1. Hva er en matematisk modell?

Ordet modell kan ha mange betydninger. | 2P betyr det en funksjon (formel) som gir en mer
eller mindre ngyaktig sammenheng mellom to starrelser fra “virkeligheten”. Hvis vi kan lage
en slik modell, kan vi blant annet finne ut hva som skjer med den ene starrelsen hvis den
andre forandrer seg.

Hovedforskjellen mellom dette emnet og det arbeidet du har gjort tidligere med funksjoner, er
at du na selv ma lage funksjonsuttrykkene.

2. A lage en matematisk modell ut fra gitte opplysninger

Eksempel 1
Vi planter et tre som er 0,8 m hgyt. Vi falger med pa hvor raskt treet vokser, og finner at i de

farste arene vokser det ganske jevnt, nemlig 0,4 m per ar. Hvis vi kaller antall ar som er gatt
etter planting for x, kan vi lage falgende lineere modell for hgyden:

h(x)=0,4x+0,8
Ifalge modellen vil hgyden etter 7 ar veere h(7)=0,4-7+0,8=3,6 m.

Grafene nedenfor viser hgyden ifglge den linezere modellen, og den virkelige hayden av treet.
Vi ser at den lineaere modellen stemmer godt de fem farste arene, men at verdien vi regnet ut
fra modellen etter 7 ar er for stor.

Vi sier at gyldighetsomradet for den linezere modellen er x mellom 0 og 5 ar, som vi av og til
skriver slik: x [0, 5].

T Hoyde / m

N

[Lineser modell

2.5 // _____
3 /4 ------ \— 'i-lkelig vekst
"””
. ,/
v
1 /
L~

X/ ar
N
b
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Oppgave 1

Grafen viser vekten til en 2g] VeKt/ke

vannmelon som funksjon 2 P

av antall uker som har 2.4 //

gatt siden man startet & /

veie den. 2 //

B 7

a) Omtrent hvor mye har I //

vekten gkt fra uke O til 4 o

uke 5? 12 -

b) Lag en linezer modell o e

for vekten v(x) som passer o

bra for de fem farste ot

Ukene. ' {fuker:
Oppgave 2

Temperaturen i en kopp med kokende vann som settes pa bordet er 100 grader. | de farste
minuttene minker temperaturen ganske jevnt, og med 3 grader per minutt.

a) Hva er temperaturen i koppen etter 2 minutter?

b) Lag en lineeer modell som beskriver temperaturen T i koppen etter x minutter.

c) Hva er temperaturen etter 8 minutter ifglge modellen?

d) Hva er temperaturen etter 40 minutter ifglge modellen?

e) Forklar at modellen blir darligere og darligere nar x gker.

f) Tegn grafen til modellen.

Q) \ 4 Tegn inn for hand omtrent hvordan den virkelige temperaturen i vannet kan tenkes a
utvikle seg nar temperaturen i rommet er 20 grader.
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Eksempel 2
| et bestemt hus hvor all oppvarming plutselig slas av, vil forskjellen mellom

innetemperaturen og utetemperaturen minke 12 % i timen. Nar oppvarmingen slas av er det
22 grader inne og -8 grader ute. Vi forutsetter at det ikke foregar noen soloppvarming av
huset.
Vi vil lage en modell for hvordan temperaturforskjellen minker etter hvert som tiden gar.
Temperaturforskjellen er 22 — (-8) = 30 grader i starten.
Vekstfaktoren er 100 % — 12 % = 88 % = 0,88.
Vi kaller antall timer som har gatt for x. Da vil eksponentialfunksjonen
f (x) =30-0,88"
beskrive utviklingen av temperaturforskjellen.
Nar er innetemperaturen null?
Vi tegner grafen til f med Funksjon(30*0.88x,0,15):

T Temperaturforskjell / grade

20
3

) \
T3

X / timer

Nar innetemperaturen er null, er temperaturforskjellen 8 grader. Skjaeringspunktet mellom
grafen og linjen y = 8, viser at dette skjer etter 10,4 timer.

Oppgave 3
| en bakterieinfeksjon viser en blodpreve at det er 10 000 bakterier per mL (milliliter) blod.
Pasienten far antibiotika, og bakterietallet synker da med 3,5 % i timen de neste tre dagene.

a) Lag en modell som viser bakterietallet i blodet i denne tredagersperioden.
b) Bakterien regnes som ufarlig nar antallet er mindre enn 1000 bakterier/mL. Nar skjer dette?
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Eksempel 3
En fabrikk lager hermetikkbokser. Hver uke har fabrikken 100 000 kr i faste kostnader (lgnn,

verditap pa maskiner og annet). I tillegg koster det 0,60 kr per boks (metall, elektrisk energi
og annet). Vi skal lage en modell for utgiftene per boks.

Vi kaller antall bokser som blir laget per uke for x og utgiftene per boks for U.
Utgiftene for x bokser blir 0,60x +100000.
0,60x+100000

X

Utgiftene per boks: U =

Denne funksjonen ma vi skrive slik i Geogebra: (0.60x+100000)/x.

Hvor mange bokser ma fabrikken minst lage for at utgiftene per boks skal bli mindre enn
1 kr? Dette kan vi finne grafisk:

I Utsifter-per-boks--kr
Utgifter per-boks/ kr

2:8
g Sx):l)ﬁv—lDDDDDx
= it S,
2 4 Llssl Py
2.2 \
: \
18 \
1:6
14 AN
1:2 - p—
T Skjeeringspunkt (250 000, 1)
1
‘_\"———._

D

D

=]

o -

=]

x / antall bokser
50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000

0.2

Vi ser at fabrikken ma lage minst 250 000 bokser i uka hvis utgiftene per boks skal bli mindre
enn 1 kr.
Vi kan ogsa lgse en likning:
0,60x+100000
, =
(0,60x+100000)x
; =
0,60x+100000 = x
100000 = x -0, 60x
100000 = 0,40x
‘o 100000

1

1-x

= 250000
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Oppgave 4

Ola er medlem av en klubb hvor han ma betale 200 kr i aret for & vaere medlem. Da kan han fa
kjape sokker til 30 kr per par. Vanlig pris pa sokkene er 50 kr.

a) Lag en modell som viser hva han ma betale per par nar han tar med kontingenten i
utgiftene.

b) Hvor mange par sokker ma han minst kjgpe per ar for at det skal lgnne seg a veere medlem?

&3,
A.

. Eksempel 4
En bonde har 200 m gjerde som han skal bruke til a sperre av et rektangulert beiteomrade for
noen kuer. Vi skal lage en matematisk modell for arealet A(x) av beiteomradet hvis den ene
siden i rektangelet er x meter.

Hvis vi kaller den andre siden i rektangelet for y, ma x + y veere lik halve omkretsen av
rektangelet, nemlig 100 m. Da ma vi ha at y = 100 — x. Arealet blir

A(X) = x-y = X(100 — x) =100x — x?

Modellen er altsa et andregradspolynom.
Hvis bonden velger x = 60 m, blir arealet 100-60 —60? = 2400 m?,

For a finne hvilken verdi av x som gir sterst areal, tegner vi grafen til andregradsfunksjonen
ovenfor:

T Areal /m*2

B
B

n

-5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 1001

Vi ser at arealet blir starst nar x = 50 m. Da er omradet et kvadrat.
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Oppgave 5
Du skal lage en eske av en papp-plate med sidekant
60 cm ved a skjere bort et kvadrat i hvert hjerne og
deretter brette opp de fargede sideflatene i figuren.

a) Forklar at sidene i bunnen av esken blir 60 — 2x.
b) Lag en modell V (x) for volumet av esken. Som du

kanskje husker fra 1P er volumet lik arealet av
grunnflaten multiplisert med hgyden av esken.

c) Hva er den storste verdien x kan ha? Tegn grafen til
V(x). Hvilken verdi av x gir stgrst volum? Hvor stort er

dette volumet?

60 —2x

60

60
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3. Regresjon (kurvetilpasning)

3.1 Lineeer regresjon
Vi viser med et eksempel hvordan Geogebra kan gjare dette for oss.

Farste gang vi apner GeoGebra ma vi endre pa noen av innstillingene. Av og til er to
desimaler for ungyaktig. Du kan gke antall desimaler som Geogebra viser under
Innstillinger, Avrunding. Samtidig kan det veere lurt & gke skriftstgrrelsen. Lagre de nye
innstillingene.

Tabellen nedenfor viser hvor mange timer personer i ulike aldre i gjennomsnitt ser pa TV hver
dag.

Alder x / &r 20 | 40 | 60 | 80
TV-tidy/timer | 18|23 |3,7|4.2

Vi apner regnearket i Geogebra:

Innstillinger Verktay Vindu Hjelp

Algebrafelt Ctri+Shift+A |
Regneark Ctrl+Shift+S ¢
CAS Ctri+Shift+K

Sa legger vi inn tabellverdiene i regnearket og merker disse tallene. Deretter hgyreklikker vi i
regnearket og velger Lag, Liste med punkt:

~ Regneark
- |AIF KB B[S 5
o A | B | C
"*: _____ :*_""i" 1 20 1.8
L2 40 23
A 60 3.7
___i _____ i______i__ 4 an A~
i i i 5 A1:B4
“"i 1| 6| Vis objekt
i i | |7/ Vis navn
“4: “““ :L““J:“ 8 Overfer verdier til regi
_1 ix/km [ o [ Kopier
0 11 12 %D Lim inn
1 1 & Kipput
C T M sett
Liste med punkt -
e .+ Egenskaper...
Tabell 1
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Sa velger vi regresjonsanalyse:

Fil Rediger Vis Innstillinger Verktey

Caj))z]

» Alg dll Analyse av en variabel

= Lis

L@ = Regresjonsanalyse

-: Pu

QDatlakﬂde ) I I | T

“;X‘ Regresjonsanalyse

Ll &1
A1:A4 B1:B4 )
20 18
40 2.3 -
60 37
80 42 1

| Analyser |

Her velger vi & utfere linezr regresjon. Det betyr a finne den lineare funksjonen som passer

best mulig med tabellverdiene:

rﬂ? Dataanalyse ﬂ1 |
2 ln,x] = o
] a5 &)
T o EEx =
:Punktdiagram v: B
Y: B1:B4
y / timer R
4
[ ]
L]

|Polynom X/ &r
Potens 40 50 60 70 80 90
Eksponentiell 2

Eksponentiell

Sin .

Ingen >
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€7 Dataanalyse | 2
e =
T oo |mEEx N
Punktdiagram -~
Y: B1:B4

y / timer ) _—

3 _—

5 7 X/ ar
& 20 40 s0 60 0 80 9

X: A1.A4
Regresjonsmodell
Lineasr . y = 0.04z + 0.85

Regnut: x= y=

Vi ser at den funksjonen som passer best, er y=0,04x+0,85.

Figuren over kan vi lime inn i Word slik:

e 1 S

| Hjem Sett inn Sideoppsett Referanser Masseutsendelser S

=l :_I ElE ’_r‘ ) Y |

% G = Tt
FI= a g 2 Ml @
Tom Sideskift = Tabell Bilde Utklipp Figurer SmartArt Diagram |Skjermbilde
side b2 b2 e
Tilgjengelige vinduer

G =

@+ Skjermutklipp

Husk & forklare kort hva du gjer nar du bruker Geogebra, og skriv opp resultatet du far. Ikke
bare skriv ut skjermbildet! Det fgrer til poengtrekk til eksamen.

Ut fra dette kan vi si at f (x) =0,04x+0,85 er en ganske god matematisk modell for sammen-
hengen mellom alder og tid brukt til TV-seing.

| falge modellen vil en 70-aring bruke omtrent f (70) =0,04-70+0,85=3,7 timer pa TV per
dag.

| mange regresjonsoppgaver blir du bedt om & vurdere gyldighetsomradet for modellen. Det
betyr & diskutere om det er noen verdiomrader for x hvor modellen ikke er sarlig god.

Det er grunn til a tro at modellen over ikke passer sarlig bra for barn. For det farste sier den at
nyfadte (x = 0) ser 0,85 timer pa TV, og for det andre ser antagelig smabarn i gjennomsnitt
mer pa TV enn voksne, ikke mindre slik modellen sier.
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Oppgave 6
Tabellen viser folketallet y i Norge (i millioner) fra 1950 (x = 0) til 2000 (x = 50).

X 0 10 20 30 40 50
y 3,2 3,6 3,9 4,1 4,2 4,5
a) Finn ved regresjon den linesere modellen som passer best til denne utviklingen.
b) Hva var folketallet i 2010 (x = 60) i felge denne modellen?
c) Omtrent hvor mye har folketallet gkt per ar i denne perioden?
d) Nar vil folketallet passere 6 millioner hvis denne modellen er noenlunde riktig?
3.2  Polynomregresjon
Ar 1900 | 1910 | 1920 | 1930 | 1940 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000 | 2004
X 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 | 100 | 104
y/% | 41 39 37 36 30 26 19 12 8 6 4 3,5

| oppgaver med arstall er det lurt & la x vare antall ar som har gatt siden forste aret i

datamaterialet.

Vi legger tallene inn i regnearket i Geogebra:

o

-y

n

0
10
20
30
40
50
60
70
80
90

100
104

A B

41
39
37
36
30
26
19
12

8
6
4
35

Hvis vi prover regresjon med en linegr funksjon, ser vi at den passer bra helt til nyere tid.
Hvis vi prever med en polynomfunksjon av andre orden (andregradsfunksjon) ser vi at heller
ikke den passer veldig godt. Men et tredjegradspolynom passer bedre, og det velger vi slik:
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C} Dataanalyse 22

[:]lale] =] o

S =
o BB x g

Punktdiagram ~ oG
Y: B1:B12
yf;ﬂ:rosent “Jrimaarﬁ:aaring i i i i i i i i i i i
e I e e R A A
I T N A A A A N S

3/ i | i i P | i i i i | i |

e s s M
| | | | | | \‘\? | | | | | | |
S R T T T N T T e e e

G0 E s NG A A E
| | | | | | | 0 \"\\ 0 0 0 | | |
] | ] ] | ] | ] | ] ] | ] |

S O SO SO SO N SO SN oSNNS IS TN SO
! | | | | | | | | o | | ‘
T e T
; ‘ ; ; 1 ; 1 ; ; ; ; X /'%r efter 1900
-10 0 10 20 30 40 50 80 70 80 90 100 110 120

X. AT:A12

Regresjonsmodell

Polynom - y=10.00008 z* — 0.01342 2* + 0.15647 = + 39.95162

3 - Regnut: x= |25 y= 36.76174

Passe avrundet finner Geogebra modellen f (x) = 0,00008x* —0,013x” +0,156x + 40,0 . (Her
er antall desimaler satt til 5 i Geogebra.)

Nar vi har laget en bra modell, kan vi interpolere. Det betyr a finne funksjonsverdier som ikke
er med i tabellen vi brukte for & lage modellen, men hvor x ligger mellom farste og siste verdi
i tabellen. Eksempel:

Hvor mange prosent jobbet i primarnzringene i 1925? Vi regner ut f(25) ved a skrive x =25
inn i Geogebravinduet (se ovenfor). Da finner vi f(25) = 37 %.

Mer interessant er det & bruke en modell til & regne ut funksjonsverdier som ligger utenfor
farste og siste verdi av x i tabellen. Dette kalles a ekstrapolere. Eksempel:

Hvor mange prosent vil jobbe i primaernaringene i 2020? Da har det gatt 120 ar siden 1900,
slik at vi regner ut f(120). Geogebra gir da ca. 8 %.

Nar vi ser dette resultatet, forstar vi at selv om modellen passer bra fra 1900 til 2004, stemmer
den darlig etter 2004. Det er temmelig sikkert at sysselsettingen i primaernzaringene ikke vil ha
gkt igjen helt opp til 8 % i 2020. En ma veere forsiktig med a tro at selv om en modell
stemmer bra opp til na, vil den fortsette a gjare det i fremtiden. Det er ikke lett & spa hva som
vil skje!
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Oppgave 7
Tabellen viser den totale norske oljeproduksjonen i noen utvalgte ar fra 1970 til 2005.
Oljeproduksjonen O(x) er oppgitt i millioner kubikkmeter.

Ar 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005
@) 0 20 35 50 100 150 175 160

a) La x veere antall ar etter 1970 og lag med regresjon den tredjegradsfunksjonen som passer
best med tallene.

b) Hva vil produksjonen av olje vare i 2015 hvis vi bruker modellen?

c) I hvilket ar var produksjonen starst ifalge modellen?

d) Nar slutter Norge & produsere olje ifglge denne modellen?

3.3 Eksponentiell regresjon

Det er ganske vanlig at nar en starrelse gker eller minker, sa skjer det omtrent med en fast
prosent per tidsenhet(time, dag, uke, ar...). Da vil en eksponentialfunksjon passe bra med
dataene.,

Tabellen nedenfor viser verdens folketall fra 1900 til 2005:

Ar Folketall
(milliarder)
1900 1,65
1950 2,52
1970 3,70
1980 4,40
1990 5,27
2000 6,06
2005 6,56

Vi lar x veere antall ar etter 1900 (slik at 1900 svarer til x = 0, 1950 svarer til x = 50 osv.). Sa
legger vi punktene inn regnearket i Geogebra:

A | B |
1 0 165
2 50 252
3 70 37
4 80 44
5 90 527
6 | 100 6.06
7 | 105 656

Hvis vi prgver med linezer regresjon, ser vi at en linezer modell passer darlig. Derfor praver vi
en eksponentiell modell, slik:
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Vi ser at en slik modell passer ganske bra, men ikke veldig bra:

0 %

=
o) x BEx

A
Punktdiagram + ae
Y. B1:B7
I I I I I I I I I I I I I I
Folketall / milliarder i i i i i i | i i i i
_llr‘ ————— | i R === i R === i i === i i === i === e === T
Lo e e AT
I I I I I I I I I I I I I I
G1----r-----q------ e it poommAT o e R Foo-s-fom-o-- F----- 374—-1—------1----
i i i i i i i i i i e i i
i i i i i i i i i i j_/ i i i
5t---- it T T T T i mTTT i e il Hiii iy T Tl
L e O O R R
44--—- R ST I I R I R S gl S R O R do.
i i i i i i i i //f i i i i i
i i i i i i - i i i i i i
31---- ro-—-- = Fm——-- A= Fm——-- qmmm ST m g - Tmmmm - - 1o R .
i i i i i o 4', i i i i i i i
I I I I I o I I I I I I I I
I I I I ’_7__4--" I I I I I I I I I
21---- F----- === F--=== S St qm----- o= qm----- e F------ e T----=- - 1=
i ¢ _— i i i i i i i i iy [ Ar '
I "': - ! ! | : | : | i | :X [ ar e!tter 1990
- -10 0 10 20 30 40 50 60 70 50 90 100 110 120
X AT:A7
Regresjonsmodell

Eksponentiell  ~ y = 1.49984-1.01367"
Regnut: x= y=

Funksjonen som passer best (passe avrundet) er f(x)=1,5-1,014".

Fra vekstfaktoren 1,014 = 101,4 % ser vi at folketallet i gjennomsnitt gkte
101,4 % - 100 % = 1,4 % i aret fra 1900 til 2005.

For a finne ut nar folketallet i verden passerer 12 milliarder ifglge denne modellen,
hayreklikker vi pa grafen og velger Kopier til grafikkfeltet. Sa legger vi inn linja
y = 12 og finner skjeeringspunktet. Da far vi en figur som likner pa denne:
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Folketall / nilliarder | : i : i : /
Rt : : : i : ' : '

| (15913078, 12)

0 i i i i i i x / ar etter 1900
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Vi finner at folketallet passerer 12 milliarder i 2053 ifalge var enkle modell. Bedre modeller
som befolkningsgeografer har laget, gir betydelig lavere verdier.

Oppgave 8
Tabellen nedenfor viser antall nordmenn over 100 ar for noen utvalgte ar i perioden 1975 —
2006:

Ar Antall nordmenn over 100 &r
1975 115
1980 158
1985 243
1990 300
1995 405
2000 414
2005 511
2006 533

a) Legg verdiene i tabellen inn i et koordinatsystem i Graph der x = 0 svarer til 1975.

b) Lag en linezer modell som passer til dataene i tabellen. Hvor mange nordmenn over 100 ar
vil det veere i 2030 i fglge denne modellen?

c) Lag en eksponentiell modell som passer til dataene i tabellen. Hvor mange nordmenn over
100 ar vil det veere i 2030 i falge denne modellen?

d) En prognose sier at antall nordmenn over 100 ar vil tredoble seg fra antallet i 2006 i lgpet
av de neste 10-15 ar (regnet fra 2014). VVurder hvordan denne prognosen passer med de to
modellene i b og c.
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3.4. Potensregresjon

En potensfunksjon kan skrives pa formen f (x) =a-x". Eksponenten b kan vaere bade positiv
0g negativ, og trenger ikke veere et heltall.

Tabellen nedenfor viser tallet pa fasttelefonabonnementer i Norge fra 1950 til 2000.

Arstall

1950

1960

1970

1980

1990

2000

t / tusen

291

455

708

1114

2070

2446

| 1900 var antall telefonabonnementer omtrent null slik at vi lar x bety antall ar etter 1900 (x =
50 tilsvarer da 1950, x = 60 tilsvarer da 1960 osv.). Vi legger dataene inn i Geogebra og
velger potensregresjon. Da far vi en lignende figur som denne:

¥ Dataanalyse

a

1

T oo

Y. B2:.B7

123IZIX
EL Ly )

Fi::ucetan ; milliarder

25001 - ------ T N S B

i |
| |
! !
| |
2000f-+------ Fommm -
|
|
|
!

]
i
|
10001 -+------ S -
| |
] ]
] ]
] ]

Punktdiagram -~

\
S

i i i i
| ] | ]
| ] | ]
| ] | ]
| | | |
16001 -k -====~--===~- R A e e B B oo
| ] ]
| ] ]
| ] ]
| | |

x / &r etteri1900

Potens

Regresjonsmodell

-

(s3]
[aw]

y = 0.00088 z*

Regnut: x= 110

22589

y

= 3376.87543

(e
(=]

85

100

105

Potensfunksjonen som passer best er t(x) = 0,00088x>**° (passe avrundet).

| falge modellen var antall fasttelefonabonnementer i 2010 omtrent lik 3377 tusen (se figuren
ovenfor). I virkeligheten var antallet lavere enn i 2000. Modellen stemmer darlig etter 2000
fordi mobiltelefonene da for alvor begynte & ta over.
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Oppgave 9

IJETE 8 Mercury| Venus | Earth Mars | Jupiter | Saturn

X 0.387 | 0.723 1.000 | 1.524 | 5.203 | 9.539
y 0.241 0.615 1.000 | 1.881 11.862 | 29.458

Tabellen viser sammenhengen mellom avstanden x fra sola og omlgpstiden y for seks
planeter. Avstandene er malt i forhold til jordas avstand fra sola, og omlgpstidene er
malt i ar.

a) Finn den potensfunksjonen som passer best med opplysningene.

b) Uranus har en avstand fra sola som er 19,2 ganger starre enn jordas. Omlgpstiden
er 84,0 ar. Hvor godt stemmer dette med modellen?

¢) Neptun har en omlgpstid pa 165 ar. Hvor stor er avstanden fra sola?
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Casel Case 2 Case 3

Casel Case 2 Case 3
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4. Mgnster i tall og figurer

Eksempel 5
Figuren viser et kvadrat bygget av 4 fyrstikker.

Vi skal finne en formel (matematisk modell) for hvor mange
fyrstikker vi trenger for a lage flere sammenhengende kvadrater.

Vi ser at for & lage to kvadrater trenger vi 7 fyrstikker.

For & legge pa et nytt kvadrat, trenger vi 3 fyrstikker til, altsa 10.

Vi kan si at antall fyrstikker er en funksjon av antall kvadrater.
Variabler, slik som antall kvadrater, som bare kan vare et helt tall, er
det vanlig a kalle n istedenfor x. Det er ogsa vanlig a skrive

funksjonsuttrykket som fy istedenfor f(n).
| dette eksemplet kan vi da skrive

For a finne en formel for hvor mange fyrstikker vi trenger for a lage n
kvadrater, legger vi merke til at vi starter med 4 og legger til 3 for
hvert nytt kvadrat vi legger til. Men hvis vi har n kvadrater, har vi lagt
til n -1 nye, hver med tre fyrstikker. Derfor har vi

f =4+3(n—1)=4+3n-3=3n+1

Formelen 3n + 1 kan vi ogsa finne bare ved a se pa tallene 4, 7 og 10
og gruble litt, eller ved a legge inn punktene (1,4), (2, 7) og (3,10) i
Geogebra og foreta en linezr regresjon.

1 ST ARt fyrstikker ] R R R

7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

0 . ' ' ' ' i | i i Antdll kvadrdter n
o] 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 55

—
R—

m— ] E—
— s -
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Oppgave 10
Figurene viser en og tre trekanter som er bygget opp av fyrstikker.
a) Hvor mange fyrstikker f4 trengs for a lage 4 slike trekanter?
b) Finn en formel for f,.
¢) Hvor mange fyrstikker trengs for a lage 10 trekanter?

(ah

d) < Hvor mange trekanter kan vi lage av 100 fyrstikker?

N
J

|

> |
N
7~

|

(a5

' Eksempel 6
@
/ 0
@ o0 000
® 00 000 0000

Ty=1 Ty=3 T3=6 T3;=10

Figuren viser trekanter som er bygget opp av kuler. Antallet kuler utgjer de fire forste
trekanttallene.

Viserat T,=T,+2, T,=T,+3, T,=T,+2.

DamavihaTs=10+5=1509 Te = 15 + 6 = 21.

Da antall kuler ikke gker like mye fra en trekant til den neste, kan en formel for Ty ikke veere
lineeer. Vi legger punktene (1,1), (2,3), (3,6) og (4,10) inn i regnearket i Geogebra og prover
polynomregresjon. Da finner vi

Y: B1.B4
10 y Tkr .
3
° % / km
L] 15 2 25 i 35 4 45
X A1A4

Regresjonsmodell
Polynom - y=05z"+052

n?+n

Formelen for trekanttall nr. n er altsa T,=0,5n*+0,5n=

Vi vil finne hvor stor trekant vi kan lage med 1000 kuler. Det kan vi gjgre ved a tegne grafen
til funksjonen og finne skjeeringspunktet med linja y = 1000. Da finner vi at vi kan lage
trekant Ta4 med 1000 kuler. Da Ta4 = 990, far vi 10 kuler til overs.
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Utfyllingsoppgave — Mgnster i figurer

| denne oppgaven skal vi se litt pa hvordan vi kan ga frem for a finne menster i figurer.

(Eksamen 2P hgsten 2016)

Se pa figurene. Tenk: Hva skijer fra en figur til den neste? Beskriv hva du ser med ord og

marker pa figurene.

Tegn den neste figuren.
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Tell antall deler hver figur bestar av og sett dette inn i en tabell

x (Figur nr)

1

2

y (Antall

klosser)

Legg tabellen inn i et regneark i GeoGebra og utfer regresjonsanalyse. Velg den modellen

hvor punktene passer best med grafen.

Finn et uttrykk for antall klosser i figur Fn

(Lim inn GeoGebrabildet her)

Kapittel 2. Matematiske modeller

Side 78



Hvor mange klosser vil det veere i figur F7?

Fremgangsmate:

Hvor stor figur kan du lage hvis du har 1000 klosser?

Fremgangsmate:

Hvor mange klosser vil du da ha igjen?

(Lim inn GeoGebrabildet her)
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Eksamensoppgaver modeller

El
(Eksamen hgst 2016, Del 2, 6p)

Fy F; F3
Snorre lager figurer av kvadratiske klosser etter et fast mgnster.
Ovenfor ser du figur F;, F, og F;.

a) Hvor mange klosser trenger Snorre for a lage F, og for a lage Fs?
b) Bestem et uttrykk for antall klosser i figur F, uttrykt ved n.

Snorre har 1000 klosser. Han vil lage en figur som er sa stor som mulig.

c) Bruk formelen fra oppgave b) til & bestemme hvor mange klosser han far til overs nar
han har laget figuren.

E2
(Eksamen hgst 2016, Del 2, 8p)

Tabellen nedenfor viser pris og antall solgte enheter av en vare.

Pris (kroner) 15 19 24 30 34 42 50
Antall solgte enheter | 160 132 108 90 79 67 58

a) Bruk regresjon til & vise at funksjonen f gitt ved

f(x) 1600 - x98>

er en god modell for sammenhengen mellom pris og antall solgte enheter av varen.

b) Bruk graftegner til & tegne grafen til f for 15 < x < 50.

c) Bestem antall solgte enheter nar prisen er 45 kroner.

d) Bestem prisen nar antall solgte enheter er 100.

e) Bestem den gjennomsnittlige vekstfarten for funksjonen f fra x = 20 til x = 40.

Hva forteller svaret om antall solgte enheter?
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E3

(var 2012, Del 1)

Elev Praktisk situasjon Modell Spersmal

Stian Jeg har laget noen Jeg trenger en modell Hvor mye tjener jeg
armband. Armbandene som viser hvor mye jeg dersom jeg selger
skal jeg selge for kan tjene. fem armband?

50 kroner per stykk.

Sondre Jeg har kjapt en krukke Jeg trenger en modell Hvor mange dager
med 150 drops. Hver som viser hvor mange gar det far jeg har
dag vil jeg spise fem drops jeg har igjeni spist opp halvparten
drops. krukka hver dag. av dropsene?

Sebastian Jeg skal Klippe ut Jeg trenger en modell Hvor stort blir
rektangelformede som viser hvor stort arealet av et
taystykker i ulike arealet av hvert taystykke dersom
starrelser. Lengden av taystykke blir. jeg velger at
hvert tgystykke skal bredden skal veere
veere 2,0 cm stgrre enn 3,0 cm?
bredden.

Ovenfor har tre elever beskrevet tre ulike situasjoner.
Ta for deg hver av de tre situasjonene.

a)  Svar pa elevens spgrsmal.
b)  Foresla en matematisk modell.

c)  Sinoe om modellens begrensninger.
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YN

(host 2011, Del 2) &

Nils har funnet en bok pa loftet. Tippoldefaren til Nils Iante boka pa biblioteket og skulle
levert den inn igjen 23.11.1911.

Nils lurer pa hvor dyrt dette kunne blitt for tippoldefar dersom biblioteket hadde beregnet
gebyr for sen innlevering. Han ser for seg at biblioteket kunne beregnet gebyr etter to ulike
modeller.

Modell 1

Et gebyr pa 10 gre en uke etter at boka skulle vart levert inn igjen, og sa 5 gre i tilleggsgebyr
for hver uke som gar etter det. (Det vil si at dersom boka hadde blitt levert tre uker for sent,
ville gebyret vert pa totalt 20 are.)

Modell 2

Et gebyr pa 10 gre en uke etter at boka skulle vart levert inn igjen, og deretter gker dette
gebyret med 0,2 % hver uke. (Det vil si at dersom boka hadde blitt levert tre uker for sent,
ville gebyret vert pa totalt 10,04004 gre.)

| denne oppgaven regner vi at det er 52 uker i et ar.

a) Tenk deg at tippoldefar leverer inn boka i dag. Regn at “i dag ““ er 23.11. 2011.
1) Hvor mye matte han ha betalt i gebyr dersom biblioteket hadde brukt modell 1?

2) Hvor mye matte han ha betalt i gebyr dersom biblioteket hadde brukt modell 2?

b) For hvilken av de to modellene kommer gebyret raskest opp i 10 kroner?
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(var 2011, Del 2)

Vibeke har fatt en bakterieinfeksjon og tar tabletter med antibiotika. En tablett inneholder
220 mg antibiotika. Antall milligram antibiotika i kroppen reduseres med 11 % hver time.

a) Vibeke tar en tablett. Hvor mange milligram antibiotika er det igjen i kroppen hennes
1) etter én time?
2) etter atte timer?

Vibeke tar en tablett hver attende time.

b) Hvor mange milligram antibiotika har hun i kroppen rett etter at hun har tatt sin
1) andre tablett?
2) tredje tablett?

C) & skisser grafen som viser hvor mange milligram antibiotika Vibeke til enhver tid har
i kroppen det farste deggnet etter at hun begynte a ta tablettene.

E6
(host 2012, Del 1) &

Et fallskjermhopp kan deles inn i fire faser. | hver fase ser vi pa farten fallskjermhopperen har
loddrett nedover.

Fase 1:
Fallskjermhopperen forlater flyet. Etter tre sekunder er farten 25 m/s, og etter atte sekunder
har fallskjermhopperen nadd den maksimale farten, som er 50 m/s.

Fase 2:
Fallskjermhopperen faller med maksimal fart i fire sekunder.

Fase 3:
Fallskjermen lgses ut, og i lgpet av ett sekund minker farten til 5 m/s.

Fase 4:
Fallskjermhopperen fortsetter med konstant fart 5 m/s i atte sekunder far han nar bakken.

Lag en grafisk framstilling som viser hvordan farten til fallskjermhopperen varierer med tiden
i lapet av hoppet.
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(Eksamen hgst 2016, Del 2, 5p)

Nar en pasient har tatt en tablett, vil virkestoffet i tabletten brytes ned i kroppen.
Konsentrasjonen av virkestoffet i blodet vil avta eksponentielt med tiden.

Tabellen nedenfor viser konsentrasjonen i mikrogram per milliliter (wg/ml) av virkestoffet i
blodet 1 time etter og 24 timer etter at pasienten har tatt tabletten.

Timer etter at pasienten har tatt tabletten 1 24

Konsentrasjon av virkestoff i blodet (ug/ml) 0,5 0,05

a) Bruk opplysningene i tabellen til 2 bestemme en eksponentiell modell f(x) for
konsentrasjonen av virkestoffet i blodet x timer etter at pasienten har tatt en tablett.

b) Bruk modellen fra oppgave a) til & bestemme konsentrasjonen av virkestoffet i blodet 10
timer etter at pasienten har tatt en tablett.

En pasient begynner & ta tabletter. Han tar én tablett klokka 08.00 hver morgen og én tablett
klokka 20.00 hver kveld.

c) Bruk modellen fra oppgave a) til & bestemme konsentrasjonen av virkestoffet i blodet 30
timer etter at pasienten tok den farste tabletten.
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E8
(Var 2011, Del 2) &

Rebecca er pa ferie i Kina. Hun vil kjgpe sko til kjeresten, Isak, hjemme i Oslo. Kinesiske
skostarrelser er annerledes enn det hun er vant med fra Norge.

Nedenfor ser du hva Rebecca finner ut om kinesiske herresko.

* Den minste starrelsen er 20. Sko i stgrrelse 20 er 21,5 cm lange.
* Nar starrelsen gker med 1, gker skolengden med 5 mm.
* Kineserne bruker halvstarrelser, slik at for eksempel 37,5 er en mulig skostarrelse.

Rebecca vil sammenlikne norske og kinesiske skostarrelser. Hun setter opp tabellen nedenfor.

Minste skostarrelse @kning i lengde per starrelse Halvstarrelser
Kina 20 (lengde 21,5 cm) 5mm Ja
Norge 32 (lengde 21,75 ¢cm) | 6,6 mm Nei

a) Hvor lang er en sko som har norsk skostarrelse 40?

b) 1) Forklarat y=(x—20)-0,5+21,5 er en formel for  regne ut skolengden, y, nar du
kjenner den kinesiske skostgrrelsen, x.

2) Sett opp en tilsvarende formel for & regne ut skolengden nar du kjenner den norske
skostgrrelsen.

c) Isak bruker norsk skostgrrelse 43. Hvilken kinesisk skostarrelse tilsvarer dette? Det er en
linezer sammenheng mellom norske og kinesiske skostgrrelser.

d) Tegn av tabellen under i besvarelsen din. Fyll ut tabellen og finn den lineere sammen-
hengen.

Norsk skostarrelse Kinesisk skostarrelse
32
43
39
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E9
(var 2012, Del 2)

Tabellen nedenfor viser konsumprisindeksen i Norge i perioden fra 1998 til 2011.

Arstall Konsumprisindeks
1998 100
1999 102.3
2000 1055
2001 108.7
2002 110.1
2003 112.8
2004 1133
2005 115.1
2006 117.7
2007 118.6
2008 123.1
2009 1257
2010 128.8
2011 130.4

a) Marker verdiene fra tabellen som punkter i et koordinatsystem der x - aksen viser antall

ar etter 1998 (1998 tilsvarer x = 0) og y - aksen viser konsumprisindeksen.

Bruk regresjon til a finne en rett linje som passer med punktene i koordinatsystemet.

b) Hva vil konsumprisindeksen bli i 2030 ifglge modellen i a)?

Myndighetene har siden 2001 hatt som mal at konsumprisindeksen skal stige med 2,5 % per

ar.

c)  Hva ville konsumprisindeksen ha blitt i 2030 dersom den hadde steget med 2,5 % per

ar fra 2001 til 2030?
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(hgst 2012, Del 2)

Maned Januar Mars Juni Juli August | Desember
Antall
kilogram 45 144 299 328 336 36
palser

Tabellen ovenfor viser antall kilogram pglser som ble solgt i en butikk noen maneder i 2011.

a) Framstill datamaterialet i tabellen ovenfor som punkter i et koordinatsystem der

x - aksen viser maned og y - aksen viser antall kilogram pglser.

(La x = 1 svare til januar, x = 2 til februar, x = 3 til mars, osv.)

b) Bruk regresjon til & bestemme en modell pa formen f (x) = ax® +bx?+cx+d som kan
brukes for a beskrive antall kilogram pglser som ble solgt per maned i lgpet av dette aret.

Tegn grafen til f i samme koordinatsystem som du brukte i a).

Butikken regner med at palsesalget vil vaere 20 % hgyere hver maned i 2012 sammenliknet

med tilsvarende méaned i 2011.

c) W I hvilke maneder i 2012 vil butikken da selge mer enn 300 kg palser per maned

dersom vi tar utgangspunkt i modellen i b)?
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(var 2012, Del 2)

Tabellen nedenfor viser folketallet i verden noen utvalgte ar.

Arstall

1927

1961

1974

1987

1999

2011

Folketall (milliarder)

2,0

3,0

4,0

5,0

6,0

7,0

La x veere antall ar etter 1900 (i 1900 er x =0, 11901 er x = 1, og sa videre).

a)  Bruk regresjon til & vise at funksjonen f gitt ved f(x)=1,27-1,016* kan brukes som
modell for & beskrive hvordan folketallet i verden har endret seg i arene 1927-2011.

b)  Hvor mange prosent gker folketallet med per ar ifglge modellen i a)?

c)  Nar var folketallet 4,6 milliarder ifglge modellen i a)?

d)  Hvor lang tid gar det ifglge modellen i a) mellom hver gang folketallet fordobles?
Hvordan stemmer dette med tallene i tabellen ovenfor?

FN har utarbeidet prognoser som sier at folketallet i verden skal passere 8 milliarder i

2025 og 9 milliarder i 2045.

e) & Vurder om modellen i a) passer med disse prognosene.
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(hgst 2011 Del 2)

Avrstall 2005 2006 2007 2008 2009 2010
Innbyggertall 650 550 467 396 336 284
Endring fra

aret for -100

Prosentvis

endring fra -15,4 %

aret far

Tabellen ovenfor viser innbyggertallet i en liten bygd i arene fra 2005 til 2010. Hans og Grete
vil ut fra tabellen lage en matematisk modell som kan brukes til & ansla innbyggertallet i
bygda i drene som kommer. Hans mener de bar velge en linezer modell. Grete er ikke enig.

a)
1) Tegn av tabellen ovenfor i besvarelsen din. Fyll inn tallene som skal sta i resten av de
hvite feltene.
2) Bruk opplysningene i tabellen. Argumenter for at Hans og Grete ikke bgr velge en
linezer modell, og foresla hvilken type modell de ber velge.
La x veere antall ar etter 2005, og la f(x)veere innbyggertallet i bygda.
b) Bruk regresjon til & finne den modellen du foreslo i a).
c) 1) Hvavil innbyggertallet i bygda veere i 2020 ifglge modellen du fant i b)?

2) Hvor lang tid vil det ga far innbyggertallet er under 100 ifglge denne modellen?

Hans lager likevel en lineer modell. Han finner at y = —62x + 635.

d) 7 Vurder om denne modellen kan brukes til & beskrive innbyggertallet i bygda i arene
fram til 2020.
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(hgst 2012 Del 2)

y Kroner
20000 |

19000 |
18000 |
17000 |
16000 |
15000 |
14000 |
13000 |
12000 |
11000 |

10000 |

Antall &r
x

T
12

T
13

T T
14 15

Guri setter et pengebelagp i banken. Grafen ovenfor viser hvordan belgpet vokser de 15 farste

arene. Vi antar at renten er den samme hvert ar.

a) O sett opp et matematisk uttrykk som kan veere en modell for hvor mye penger Guri

har i banken etter x ar.

b) Hvor mye penger vil Guri ha i banken etter 20 ar ifglge modellen du satte opp i a)? Nar vil
belgpet hun har i banken, passere 50 000 kroner ifalge modellen?
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(var 2011, Del 2)

Per prgver a finne en sammenheng mellom diameteren og volumet til kuler.

Han maler diameter og volum for noen kuler av ulik starrelse. Se tabellen nedenfor.

Diameter (cm)

3,0

6,0

10,0

16,0

26,0

Volum (cm3 =mL)

14

113

525

2 145

9 200

a) 1) Bruk regresjon til & vise at funksjonen f gitt ved f (x) =0,52-x>° er en god modell for
sammenhengen mellom diameteren, x, og volumet, f ( X) , til kuler.

2) Tegn grafen til funksjonen f.

b) Finn diameteren til en kule med volum 1000 mL.

: 4
Per lzerte allerede i grunnskolen at formelen for volumet av en kule er vV = §7er derrer

radius i kulen.

c) Stemmer resultatet fra a) med denne formelen? Forklar.
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(hgst 2011, del 2)

Haile Gebrselassie fra Etiopia har veert en av verdens beste langdistanselgpere. | tabellen
nedenfor ser du hans beste tider pa noen distanser.

Distanse X | 1 559 | 3000 | 5000 |10000 | 15000 | 16093 | 25000 | 42195
(i meter)
Tid T 3550 | 7,417 | 12,656 | 27,033 | 41,633 | 44,400 | 71,617 | 123,988
(i minutter)

a) Bruk regresjon til & vise at T =1,44-1072-x**" er en modell for tiden T som funksjon av
distansen x for Gebrselassies resultater.

b) Tegn grafentil T.

¢) Hvor lang tid vil Gebrselassie bruke pa en halvmaraton (21097,5 m) ifglge modellen i a)?

Pete Riegel har laget en modell som viser sammenhengen mellom tiden T1 en lgper bruker pa
en distanse D1, og tiden T, lgperen bruker pa en distanse D».
Modellen ser slik ut:

T

1,06
L_[D
T D,

d) O Ta utgangspunkt i tiden Gebrselassie bruker pa 25 000 m, og regn ut hvor lang tid
han vil bruke pa en halvmaraton ifglge Riegels modell.
Hvordan passer dette svaret med modellen du fant i a)?
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(var 2013, Del 2)

Bilmerke Volvo
Bilmodell V50
Nybilpris i 2006 299 990
Antatt verdi i 2011 171 000
Verditap 128 900
Verditap arlig 25 780

| 2011 kjagpte Helene en brukthil. Hun fant da tabellen ovenfor pa Internett.
Alle belgp er oppagitt i kroner.

a) Forklar at det arlige verditapet pa bilen er beregnet ved hjelp av en lineer modell og
bestem denne modellen.

Helene lurer pa om det vil veere mer realistisk a bruke en eksponentiell modell.

b)  Bestem en eksponentiell modell som totalt gir samme verditap pa bilen fra 2006 til
2011 som den linezere modellen.

c) Hvaer Helenes bil verd i 2013 ifglge den lineere modellen?
Hva er Helenes bil verd i 2013 ifglge den eksponentielle modellen?
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(hgst 2012, del 1)

Siri lager figurer av runde perler. Figurene ovenfor har hun kalt f1, f, og fs.

a) Felg samme mgnster, og tegn figuren f4.
Hvor mange perler vil det veere i figuren fs og i figuren fs ?

b) Sett opp en modell som viser antall perler i figuren f,, uttrykt ved n.
Bruk modellen til & bestemme hvor mange perler Siri trenger for & lage figuren fss .

c) Hvaer den starste figuren f, Siri kan lage dersom hun har 1000 perler?
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(var 2016, del 2)

Ved havets overflate er lufttrykket ca. 1000 hPa (hektopascal)

| denne oppgaven skal vi bruke sitater fra ulike nettsider og se pa noen modeller for hvor stort
luftrykket er x kilometer over havets overflate.

Sitat 1-
«| ufttrykket avtar med
ca. 12 % per km.»

Sitat 2:
=Grovt sett kan vi dele lufitrykket
pa to for hver 5,5 km over
havoverflaten.»

Sitat 3:
«Man kan med ganske stor presisjon si
at lufttrylkket avtar med 1 hPa for hver
8 meter. Om du bor 80 meter over
havet, vil lufttrykket vaere 10 hPa
lavera enn ved havets overflate.
Denne forenklede beregningen er
akseptabel for steder lokalisert inntil
noen hundre meter over havet.s

Sitat 4:
Luftirykket | atmosfaren
avtar raskt med hgyden.
Alt pa toppen av

Mount Everest (8 348
meter over havoverflaten)
er det redusert til en
tradjedal »

a) Forklar at vi ut fra sitat 1 kan sette opp en modell f der f(x)= 1000 - 0,88"
Tegn grafen til f for 0< x <10.

b) Forklar at sitat 2 gir tabellen nedenfor.

Heryde over
havoverflaten (km) 0 5,5 11 16,5
Lufttrykk (hPa) 1000 500 250 125

Bruk regresjon, og vis at opplysningene i tabellen gir en modell som er tilnzermet lik
modellen i a). Gi denne modellen navnet g. Tegn grafen til g for 0< X <10 i sammen
koordinatsystem som grafen til f.

C) Bruk sitat 3 til & bestemme en modell h. Tegn grafen til h for 0< x <10 i samme
koordinatsystem du har brukt tidligere i oppgaven. Kommenter siste setning i sitat 3.

d) Bruk hver av de tre modellene f, g, og h til & bestemme lufttrykket 8848 meter over
havoverflaten. Sammenlikn svarene du far med sitat 4 og kommenter.
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Fasit gvingsoppgaver modeller

Oppgave 1 a)ca.0,95kg b) v(x)=0,19x+0,4

Oppgave 2 a) 94 grader b) T(x)=100-3x (=—-3x+100) c) 76 grader d) -20 grader
Oppgave 3 a) B(x)=10000-0,965* b) ca. 65 timer

30x+200
X

Oppgave 4 a) U(X) = b) 10 par

Oppgave 5 b) V(x)=(60—2x)>-x €) x=10cm, 16 000 cm® ( = 16 dm? = 16 liter)
Oppgave 6 a) f(x)=0,024x+3,3 b) 4,8 millioner c) 0,024 millioner =24 000 d) 12060
Oppgave 7 a) f(x)~-0,012x*+0,65x>*—-3,1x+7 b) 60 c) 2002 —2003 d) 2018
Oppgave 8 b) f(x)=13,5x+105, ca. 850 personer c) f(x)=132-1,049%, ca. 1830

personer d) En tredobling passer best med den eksponentielle modellen.
Oppgave 9 a) y=1,00-x** b) Den gir84,1ar c) 30,1
Oppgave 10 a) 9 ¢) 2n+1 d) 49, 2 fyrstikker til overs
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Fasit eksamensoppgaver modeller

E1l a) 38,62 b) E, =3n% —3n + 2 c) 80 til overs (kan lage F;g)

E2 a)vis b)graf c) 63 d) 26 e) —2,5, for hver krone prisen stiger, selges det 2,5 feerre enh.
E3 Stian: tjener=50x, x er antall armband, Sondre: dropslgjen=150-5x, x er antall dager
(drops igjen kan ikke ga under 0), Sebastian: areal=x(x+2), x er bredde (bredden kan ikke
veaere 0 eller negativ)

E4 a) 1) 26005 gre = 260,05 kr 2) 324552 gre = 3245,52 kr ¢) Modell 1

E5 a)1) 196 mg 2) 87 mg b) 1) 307 mg 2) 341 mg

E6 grafisk fremstilling

E7 a) f(x) =0,55-0,905* b) 0,2 ug/ml c) 0,421 ug/mi

E8 a) 27,0cm ¢) y=(x-32)-0,66+21,75 c) 35

E9 a) f(x)=2,26x+100,5 b) 172,7 c) 222,4

E10 a) (lag liste med punkt) b) f(x) = —1,00x3 + 10,4x% + 20,9x + 14,7 c) fra juni til
oktober

E11 b)1,6% c) 1981 d) ca. 44 ar e) Modellen gir hayere verdier enn FNs prognoser
E12 b) f(x)=650-0,848" c) 1)54 2) ca.1lar

E13 a) y=10000-1,05* b) 26530 kr c) Etter 33 ar

E14 b) 12,4cm

E15 ¢) 61,0 min d) 59,8 min.
E16 b) 299900-0,894* c) 119 000 kr 136 000 kr.
E17 a) 26 31 b) fa=5n+1 c) fieo

E18 a) Vf=100% - 12 % = 88 % = 0,88. Startverdi = 1000, sa derfor 1000-0,88"x
b) Hayde: 0+5,5=5,5. 5,5+5,5 = 11. 11+5,5=16,5

Lufttrykk: 1000/2=500. 500/2 = 250. 250/2 = 125

¢) h(x) = 1000 — 125x. Siste setning viser modellens begrensning

d) Ca. 325 hPa for f og g. (1000/3=333, sa stemmer bra for f og g).

Negativ verdi for h, se c).
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Kapittel 3. Prosentregning

Py
o.

| dette kapitlet skal vi repetere og utvide prosentregningen fra grunnskolen.

Hovedemnene er:

e Forstd hva prosent er.

e Regne ut hvor mange prosent noe er av noe annet (finne prosenttallet).

e Regne ut hvor mye en bestemt prosent av noe er (prosenttallet er oppagitt).

e Regne ut hvilket tall en startet med hvis prosenttallet og prosenten er oppgitt.

e Bruke vekstfaktor for a finne ny verdi hvis noe gker eller minker med et bestemt
prosenttall.

e Prosentpoeng.

Du far ogsa bruk for prosentregning i de fleste av de andre kapitlene i boka.
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Mal for kapittel 3. V4
Prosentregning

Kompetansemal

Mal for opplearingen er at eleven skal kunne

regne med prosent og vekstfaktor, gjare suksessive renteberegninger og regne
praktiske oppgaver med eksponentiell vekst

Leeringsmal

Etter at du har arbeidet med dette kapittelet skal du sette kryss i de boksene som tilhgrer de
leeringsmalene du har oppnadd. Det er viktig at du er &rlig og at du ikke krysser i de boksene
som du faler at du ikke kan. Pa den maten vet du pa hvilket omrade du ma forbedre deg.

Etter dette kapittelet vet jeg

0 O I B

[

hva prosent betyr

hvordan jeg regner prosent av en mengde

hvordan jeg finner ny verdi nar prosentavslaget er gitt

hvordan jeg finner gammel verdi fra nedsatt verdi og oppgitt prosentavslag

hva vekstfaktor er og hvordan vi bruker den til & regne med renter og verdier som
strekker seg over lang tid

hvordan jeg legger inn prosentregningsformler i et regneark i Excel

Etter dette kapittelet kan jeg forklare

I O O

hvorfor prosent er et nyttig verktay

hvorfor jeg kan finne ny og original verdi ved & fa oppgitt prosentsats
hvordan jeg kan bruke veien om 1% i prosentberegninger

hva vi mener med eksponentiell vekst

Etter dette kapittelet kan jeg vurdere og

]

OO

gi eksempler pa bruk av prosent og vekstfaktor i dagliglivet

lage og lgse tekstoppgaver knyttet til prosent

delta i en diskusjon rundt endring i prosent/verdi og oppgi begrunnelse for
argumentene dine

se sammenhenger ved hjelp av tabeller, diagram og funksjonsuttrykk
sortere informasjon oppgitt i tekst
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1. Prosent betyr hundredeler.

Oppgave 1. Bruk fargene i rutenettet, og fyll ut tabellen nedenfor.

Farge

Antall av 100

Brgk

Desimal

Prosent

Bla

Rad

Grgnn

Sort

Gul
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Utforskende oppgave — nar det ikke er 100 ruter
Under ser du tabeller med ulikt antall ruter. Rutene i hver tabell er enten rgde eller bla.

a) Tell antall bla ruter og tell antall ruter til sammen i tabellen (bade regde og bl3).
Skriv antall bla ruter i forhold til antall ruter til sasmmen som en brgk.

b) Hvor mange kopier av hver tabell ma du ta for a fa 100 ruter? Hvor mange av de
rutene vil vaere bla?

antall bla aniall bla

anfall #i! sammen lﬂﬂ aniall (il sammen 1[][]
: antall bla
antall bla n - = —  — —
— - — T — m
antall til samman ].ﬂﬂ anfall fil sammen ]_[][]

c) Forklar hvordan disse to personene tenker:

éa ‘ Det er fargelagt h
IdaII? tabfllllenle_lff . ' flest blé ruter
et farge ?gt Ike tabellen gverst til
mange bla ruter. venstre.

\_ | | I | /
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2. Brgk — desimal — prosent

@vingsoppgaver — Fyll ut tabellen. Disse sammenhengene er det forventet at du kan
uten hjelpemidler.

Brok

Likeverdige broker

Desimal

Prosent

@vingsoppgaver — Fyll ut tabellen. Pa noen av disse oppgavene ma du kanskje bruke

kalkulator
Brgk Desimal Prosent Brok Desimal Prosent
= 37
100 56
0,48 LN
127
0,61 2L
18
0,7 0,8
S 0,9
100
37 % 7%
8 % 113 %
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3. A regne ut prosenttallet.

Prosentregningen i 1P er delt i to hoveddeler: det du skal klare uten hjelpemidler og det du
skal klare med hjelpemidler. Delkapitlene 3.1 — 3.3 viser hvordan du kan regne uten
hjelpemidler.

3.1 Utvide til hundredeler eller gjenkjenne braker.

Eks:

I en klasse pa 20 elever har 5 av elevene planlagt a reise bort i juleferien. Hvor mange prosent
av klassens elever skal reise bort i juleferien?

e

Forklar hvordan disse to personene tenker, gjerne ved hjelp av rutenett. Hvilken metode likte
du best? Hvilke begrensninger har metodene? Hva kan du gjgre om ingen av metodene
fungerer?
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Oppgave 1
I en klasse pa 20 elever var det 14 jenter. Hvor mange prosent av elevene var jenter? Hvor
mange var gutter?

Oppgave 2
I en klasse pa 25 elever spiller 5 av elevene fotball. Hvor mange prosent av elevene i klassen
spiller fotball? Hvor mange prosent spiller ikke fotball?

Oppgave 3
| september er det 20 skoledager. Pa 13 av disse dagen skinte sola. Hvor mange prosent av
dagene var det ikke sol?

Oppgave 4
En elev trillet 10 terninger. 3 av disse landet pa et oddetall. Hvor mange prosent av terningene
viste partall?

Oppgave 5
I en klasse pa 33 elever kom 3 av elevene for sent til fgrste time. Omtrent hvor mange prosent
av elevene kom tidsnok til timen?

Oppgave 6
I en gruppe med elever var det 8 jenter og 12 gutter. Hvor mange prosent av elevene i denne
gruppa var gutter? Hvor mange prosent av elevene i denne gruppa var jenter?

VG3 ST bestar av to klasser; A- og B-klassen. Skolen arrangerer juleball for VG3, og
pameldingen viser at alle elevene i A-klassen og halvparten av elevene i B-klassen skal pa
juleballet. Hvor mange prosent av elevene pa VG3 ST er pameldt pa juleballet?

Pa VG1 var andelen gutter ca. 43 %. Bruk Excel til & lage minst tre forslag pa antall
gutter og jenter pa dette trinnet.
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3.2 Forkorte til hundredeler eller gjenkjenne bragker
Eks:

Pa en videregaende skole er det 200 elever pa VG1. 40 av disse elevene tar 1T. Hvor mange
prosent av elevene tar 1T

el ' , "
40 _ 40:2 20 _ 56 U ~ L R
200_200:2_100_20/0 M ﬁ 200_5_20%
| |
\ e

Forklar hvordan disse to personene tenker, gjerne ved hjelp av rutenett. Hvilken metode likte
du best? Hvilke begrensninger har metodene? Hva kan du gjgre om ingen av metodene
fungerer?

Oppgave 7
Jonas skal kjgpe en bukse til 500 kroner. Han oppdager en liten flekk pa buksa og blir derfor
tilbudt 100 kr i avslag. Hvor mange prosent avslag blir han tilbudt?

Oppgave 8
Pa en videregaende skole er det til sasmmen 1000 elever. 400 av disse gar pa VG3. Hvor
mange prosent av elevene gar pad VG3? Hvor mange prosent av elevene gar ikke pa VG3?

Oppgave 9
Timelgnnen til Tahir gkte fra 160 kr til 176 kr. Hvor mange prosent gkte lgnnen?

Oppgave 10
| en gate bor det 400 mennesker. Av disse er 80 over 50 ar. Hvor mange prosent av
menneskene i denne gata er under 50 ar?

Oppgave 11
| skobutikken selges et par sommersko til 360 kr. Tidligere hadde disse skoene kostet 600 kr.
Hvor mange prosent rabatt far du pa disse skoene?

Oppgave 12
| en klesbutikk pa Tveita-senteret kostet en hgstjakke 800 kr. Na som det har blitt vinter
selges denne jakka med en rabatt pa 240 kr. Hvor mange prosent er rabatten pa?
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. o . . X
Prisen pa en bukse var 799 kr, men ble solgt med rabatt. Bruk Excel til a lage minst
tre forslag til rabatten i kroner og prosent.

3.3 Nar vanskegraden gker

Oppgave 13
I en klasse pa 30 elever valgte 9 av elevene 1T. Hvor mange prosent av klassens elever valgte
17?

Oppgave 14
Et trinn besto av 120 Elever. Av disse gikk 80 elever pa ST. Hvor mange prosent av elevene
pa trinnet gikk pa ST?

Oppgave 15
Timelgnnen til Tahir gkte fra 160 kr til 176 kr. Hvor mange prosent gkte lgnnen?

Oppgave 16
| en gate bor det 400 mennesker. Av disse er 80 over 50 ar. Hvor mange prosent av
menneskene i denne gata er under 50 ar?

Oppgave 17
I skobutikken selges et par sommersko til 360 kr. Tidligere hadde disse skoene kostet 600 kr.
Hvor mange prosent rabatt far du pa disse skoene?

Oppgave 18
I en kleshutikk pa Tveita-senteret kostet en hgstjakke 800 kr. Na som det har blitt vinter
selges denne jakka med en rabatt pa 240 kr. Hvor mange prosent er rabatten pa?
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3.4 Med kalkulator eller regneark
Noen utregninger er sapass vanskelige at det er lurt & bruke hjelpemidler.
Eks:

| en boks med kalkulatorer fungerer 48 slik de skal og 3 mangler batteri. Hvor mange prosent
av kalkulatorene er ikke klare for bruk?

C 5 -100 = 0,06 -

%z0,06=6%
100—6%

Forklar hvordan disse to personene tenker. En av metodene kalles prosentformel, en av
metodene kalles prosentfaktor. Hvem bruker hvilken metode? Hvilken likte du best?

Oppgave 19
I 2010 var det ca. 4 860 000 innbyggere i Norge. Av disse var 637 356 mellom 10 og 19 ar.
Hvor stor prosent av befolkningen var mellom 10 og 19 ar?

Oppgave 20
2817 av 11 200 velgere stemte pa AP i et kommunevalg. Hvor mange prosent stemte AP?

Oppgave 21
En flaske rommer 0,75 L. Trine heller 0,63 L vann i flaska. Hvor mange prosent av volumet i
flaska utgjer dette?

Oppgave 22

En murer blander betong. Til dette bruker han 2,4 kg sand + 1,2 kg sement + 1,5 kg pukk.
Hvor mange prosent av blandinga er sand? Hvor mange prosent av blandinga utgjer sement?
Hvor mange prosent av blandinga utgjer pukk?

Pa Hellerud VG1 gar 62 % av elevene pa ST, 21 % pa MK og 17 % pa BA. Bruk
Excel til & lage minst 2 forslag til antall elever pa de ulike studieretningene.
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4. A regne ut delen.

Prosentregningen i 1P er, som nevnt tidligere, delt i to hoveddeler: det du skal klare uten
hjelpemidler og det du skal klare med hjelpemidler. Delkapitlene 4.1 — 4.2 viser hvordan du

kan regne uten hjelpemidler.

4.1 A gé& fra 100 % til...

Hvordan komme fra start til mal ved & kun bruke multiplikasjon og/eller divisjon?

4.2 A regne delen uten kalkulator

Eks:

Start Fremgangsmate Mal J Start Fremgangsmate Mal
100 % 1% J 100 % 30 %
100 % 10 % 100 % 40 %
100 % 50 % J 100 % 60 %
100 % 33% 100 % 5%
100 % 20 % J 100 % 15 %
100 % 25% 100 % 125%
100 % 5% 100 %

Et brad besto av 35 bradskiver. Til frokost spiste familien 20 % av brgdskivene. Hvor mange

bradskiver ble spist til frokost?

-~

&

100 %

20% = z

A A
—:35=0,2:35 =7

7 bradskiver ble spist til frokost M 9 bradskiver ble spist til frokost

%

Forklar hvordan disse to personene tenker, gjerne ved hjelp av rutenett. Hvilken metode likte
du best? Hvilke begrensninger har metodene? Hva kan du gjgre om ingen av metodene

fungerer?
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Oppgave 23
Pa et handballag med 20 jenter har 25 % av jentene allerede hatt bursdag. Hvor mange av
jentene har hatt bursdag? Hvor mange av jentene har ikke hatt bursdag?

Oppgave 24
Pa Meny er en sjokolade, som egentlig kostet 50 kr, satt ned med 10 %r. Hvor mye er avslaget
pa? Hvor mye ma du betale for sjokoladen?

Oppgave 25
En flaske med saft kostet egentlig 48 kr, men ble solgt med 33 % avslag. Hvor mye ma du
betale for flaska med saft?

Oppgave 26
I en klasse pa 25 elever var 20 % av elevene syke. Hvor mange av klassens elever var friske?

: o . . X
Magnus er deltidsansatt pa Meny, og har dermed timelgnn. Fra 2018 til 2019 steg
Ignna hans med noen kroner. Bruk Excel til a lage minst tre forslag pa hva den gamle
timelgnna var og hvor mye den steg med i prosent.

Oppgave 27
Opprinnelig pris pa en genser er 600 kr. Pa grunn av en liten flekk selges denne med 5 %
rabatt. Hvor stor er rabatten? Hvor mye ma du betale for genseren?

Oppgave 28
En skobutikk selges et par sommersko med opprinnelig pris pa 360 kr med 40 % rabatt. Hvor
mye utgjer dette? Hva ma du betale for skoene?

Oppgave 29
P& en videregaende skole er det til ssmmen 800 elever. 30 % av disse gar pa VG1. Hvor
mange elever gar pa VG1?

Oppgave 30
75 % av elevene pa skolen i oppgave c) gar pa VG1 og VG2. Hvor mange elever er dette?
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4.3 Med kalkulator eller regneark

Eks:

| 2017 ble det solgt ca. 158 000 nye biler i Norge. 23 % av disse var el-biler. Hvor mange el-

biler ble solgt i Norge i 2017?

-~

&

158 000
100

= 1580
23 %

+158 000 =

1580 - 23 = 36 340

ﬁ‘

0,23-158 000 = 36 340

Det ble solgt 36 340 el-biler i

) Det ble solgt 36 340 el-biler i
Norge i 2017.

Norge i 2017.

o\

%

Forklar hvordan disse to personene tenker. En av metodene kalles «veien om 1 %w», en av
metodene kalles prosentfaktor. Hvem bruker hvilken metode? Hvilken likte du best?

Oppgave 31
I en klasse pa 25 elever kom 13 % av elevene for sent. Hvor mange elever kom for sent?

(Husk at det kun finnes hele elever)

Oppgave 32
Pa en skole med 548 elever gikk 31 % av elevene pa Vgl. Hvor mange elever gikk pa Vg1?

(Husk at det kun finnes hele elever)

Oppgave 33
I en klasse pa 30 elever sluttet 13,3 % i lgpet av skolearet. Hvor mange av elevene i klassen
sluttet?

Oppgave 34
Vilde hadde en timelgnn pa 192 kr. Nar hun jobber lgrdager skal hun ha 28 % tillegg. Hvor
mange kroner tillegg har hun pa lgrdager?

X
Det viser seg at Magnus fikk et lgnnstillegg pa 6 kr. Bruk Excel til 8 komme med ]
minst tre forslag pa hva den gamle timelgnna var og hvor mange prosent lgnnsgkning han
fikk.
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5. A finne 100 %
Eks:

Pa et VG1-trinn valgte 20 % av elevene 1T. Dette utgjorde 32 elever. Hvor mange elever gikk
pa VG1-trinnet pa den skolen?

g Q ane
20%-5=100% 1%=32/20=1,6
32-5=160 100 % = 1,6 - 100 = 160

Det gikk 160 elever p& VG1- Det gikk 160 elever pa VG1-
trinnet pa den skolen. I : | : trinnet p& den skolen.

& J

Forklar hvordan disse to personene tenker. En av metodene kalles «veien om 1 %». Klarer du
a se hvem som bruker denne metoden? Hvilken likte du best? Har noen av metodene noen
begrensninger?

Oppgave 35
Prisen pa en vare gkte med 500 kr. Dette utgjorde en prisgkning pa 10 %. Hvor mye kostet
varen for og etter prisgkningen?

Oppgave 36
En TV ble satt ned med 20 %. Da ble den 1000 kr billigere. Hvor mye kostet den far den ble
satt ned?

Oppgave 37
12,5 % av elevene pa en skole spiller fotball pa fritiden. Dette utgjgr 60 elever. Hvor mange
elever er det pa skolen?

Oppgave 38
Verdien pa en aksje steg med 7 %. Dette gjorde at aksjen ble 16,94 kr dyrere. Hvor mye
kostet aksjen far verdistigningen?

x3

Trine fikk et Ignnstillegg pa 8 kr. Bruk Excel til 8 komme med minst tre forslag pa
hvor mange prosent dette utgjorde, og hvor hgy den opprinnelige timelgnna var.
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Utfyllingsoppgave — prosentregning

| denne oppgaven skal du reflektere litt rundt prosentbegrepet og bruke dette i utregninger

1. Hva betyr prosent?

2. Skriv som hundredeler, desimaltall og prosent:

Brok Hundredeler Desimaltall Prosent
1
2 " 100 - -
1
3 = = =
1
4 = = =
1
5 = = =
4

3. 5av 25 elever spiser matpakka i kantina. Hvor mange prosent tilsvarer det?

4. Hanna har 1000 kr i banken. Etter at hun har satt inn bursdagspengene fra mormor har
hun 1250 kr i banken. Hvor mange prosent mere penger har Hanna i banken na?

5. lenkasse er det 1000 legoklosser. 15% av klossene er rgde.

a) Hvor mange klosser er 10%?

b) Hvor mange klosser er 5%?

¢) Kan du bruke svaret i a) og b) til a finne hvor mange klosser som er rgde? Vis.
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6. Ole kjgper en skjorte pa salg. Skjorta kostet far salget 500 kr. Den er na pa salg til
30% rabatt.

a) Hvor mange prosent er 500 kr her?
b) Forklar hvorfor den nye prisen pa skjorta er 70% av den opprinnelige prisen
c) Hvor mange kroner er 10%?

d) Kan du bruke svaret i b) og c) til a finne ut hva Ola ma betale for skjorta pa salg?
Vis.

7. Caspian har spilt med Pokemon kortene sine og tapt 5% av dem. Han har na 475 kort
igjen.

a) Hvor mange prosent er 475 kort her?
b) Hvor mange kort er 1%?

¢) Hvor mange prosent kort hadde han fgr han startet a spille?

d) Kan du bruke svaret i b) og c) til & finne ut hvor mange kort han hadde fgr han
startet a spille? Vis.

8. Dag har kjgpt nye skjorter. Han har gkt antallet skjorter med 10% og har na 22 skjorter
i skapet.

a) Hvor mange prosent er 22 skjorter her?
b) Hvor mange skjorter er 1%?
¢) Hvor mange prosent skjorter hadde han fgr han kjgpte de nye?

d) Kan du bruke svaret i b) og c) til & finne ut hvor mange skjorter han hadde i skapet
for han kjepte nye? Vis.
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6. A finne ny verdi
6.1 Negativ vekst
Eks:

Pa starten av skolearet hadde matematikkleereren en bunke med 120 kladdebgker. Nar
hgstferien kom hadde laereren delt ut 25 % av disse. Hvor mange bgker var det igjen i
bunken?

(100%-25%=75%=0,75 ﬁ ‘ 25%av120:0,25-120:30\
' ' L '
120-0,75=90 w Y 120 -30=90

&

Leereren hadde igjen 90
kladdebgker. | 111 kladdebgker.

Leereren hadde igjen 90

%

Forklar hvordan disse to personene tenker. En av metodene kalles vekstfaktor. Hvem bruker
denne metoden? Hvilken likte du best?

7%= = ~18%= -
-75%= = -183% = -

-10,2 % = = -175% = =

-10% = = - 20 % = =

-30 % = = - 40 % = =

- 50 % = = - 60 % = =

Verdien pa en moped sank med 12 %. Bruk Excel og vekstfaktor til a lage minst tre
forslag pa nypris og verdien etter ett ar.
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Oppgave 39
En ny bil koster 420 000 kr. Etter ett ar er verdien redusert med 15 %. Hva er verdien til bilen
om ett ar?

Oppgave 40
Ved skolestart hgsten 2018 begynte 550 elever pa en VGS. | lgpet av skolearet hadde 10 %
sluttet. Hvor mange elever fullfgrte skolearet?

Oppgave 41
Nypris pa en moped var 12 000 kr. Etter ett ar hadde verdien sunket med 20 %. Hva var
verdien pa mopeden etter ett ar?

Oppgave 42
En familie skulle kjare fra Oslo til Trondheim, en strekning som er ca. 500 km lang. Etter 2
timer hadde de kjert 30 % av avstanden. Hvor mange km har de igjen & kjgre?

Oppgave 43
Prisen pa en aksje var 68 kr. Dagen etter hadde verdien sunket med 2,8 %. Hva ble den nye
verdien pa denne aksjen?

X
Fra 2018 til 2019 sank antallet reinsdyr i en flokk med noen prosent. 1 2019 var det i

kun 158 dyr igjen. Bruk Excel og vekstfaktor til & lage minst tre forslag pa hvor mange
reinsdyr det var i flokken i 2018 og hvor mange prosent bestanden sank med.
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6.2 Positiv vekst

Eks:

| 2014 hadde en VGS 50 primarsgkere. |1 2018 hadde dette tallet steget med 20 %. Hvor
mange primarsgkere hadde denne skolen i 2018?

100% +20% =120%=1,2
50-1,2=60

Skolen hadde 60 primarsgkere

i 2018.
o

ﬁ‘

20%av50=0,2-50=10
50 +10=60

Skolen hadde 60
primersgkere i 2018.

%

Forklar hvordan disse to personene tenker. En av metodene kalles vekstfaktor. Hvem bruker

denne metoden? Hvilken likte du best?

+15% = =

+25 % = =

+7% = =

+175% = =

+83%= =

+21%= =

+20 % = =

+40 % = =

+9%= =

+27,4 % =

+9,54 % =

+0,8% = =

Verdien pa en leilighet steg med 8 %. Bruk Excel og vekstfaktor til & lage minst tre
forslag pa dagens verdi pa leiligheten og verdien etter ett ar.
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Oppgave 44
En ny bil koster 420 000 kr. Etter ett ar er verdien redusert med 15 %. Hva er verdien til bilen
om ett ar?

Oppgave 45
I 2017 var prisen pa en jakke 1400 kr. | 2018 ble prisen satt opp med 10 %. Hvor mye kostet
jakka i 2018?

Oppgave 46
Elevtallet p& en VGS var 600. Aret etter steg elevtallet med 7 %. Hvor mange elever gikk pa
skolen aret etter?

Oppgave 47
Hanne har en timelgnn pa 160 kr. Hun blir lovet en lgnnsgkning pa 4,3 %. Hva blir den nye
timelgnna hennes?

Oppgave 48
Pa mandag kostet bensin 12,53 kr/L. Tirsdag hadde prisen gkt med 2,3 %. Bruk vekstfaktor til
a regne ut hvor mye bensinen kostet per liter pa tirsdagen?

XH

Befolkningen i Norge vokser med en liten prosent hvert ar. 1 2018 bodde det ca. 5,2
millioner mennesker i Norge. Bruk Excel og vekstfaktor til & lage minst tre forslag pa
innbyggertallet i 2017 og hvor mange prosent befolkningen steg med.
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6.3.1 Flere prosentvise endringer
Eks:

Prisen pa utenlandske penger (ofte kalt valutakurs) forandrer seg hver dag. 3. juni 2018 var
prisen pa Euro 9,53 kr. Dagen etter gikk prisen opp med 3 %, deretter steg prisen med
ytterligere 5 % far den falt med 2 %. Hva var prisen pa Euro etter disse tre endringene?

‘ +39 =103 %= 1,03 \
(] (]

/ +3% =103 % =1,03
+5% =105% =1,05

v 9,53+ 1,03=9,81
-2%=98%=0,98 v v
+59%=105 % = 1,05
9,53+ 1,03 1,05 0,98 = 10,10 M 9,81 - 1,05 = 10,30
Prisen pa aksjen var kr 10,10 Ry -2%=98%=0,98

etter disse tre endringene. 10,30-0,98 =10,10

&

Prisen pa aksjen var kr 10,10
etter disse tre endringene.

Forklar hvordan disse to personene tenker. Hvilken likte du best? Hva om det er enda flere
endringer?

Hellerud VG1 bestar av 5 ST-klasser. | Igpet av VG1 sluttet en liten prosentandel.
Aret etter, da disse elevene gikk p& VG2, steg antall elever med noen f& prosent, og det
samme skjedde da elevene gikk pa VG3. Bruk Excel og vekstfaktor til & lage minst tre
forslag pa hvor mange elever som startet pd VG1 og som fullfarte VG3.

Pa Tveita-senteret er det to matbutikker. | dag koster en saftflaske det samme pa begge
butikkene. Butikk A gker fgrst prisen med 10 %, deretter med 10 % en gang til. Butikk B
gker prisen med 20 %. Vil butikkene fortsatt ha lik pris pa saftflaska etter disse
prisendringene?

Pa Tveita-senteret er det to matbutikker. | dag koster en saftflaske det samme pa begge
butikkene. Butikk A gker farst prisen med 20 %, deretter setter den ned prisen med 10 %.
Butikk B setter farst ned prisen med 10 %, deretter setter den opp prisen med 20 %. Vil
butikkene fortsatt ha lik pris pa saftflaska etter disse prisendringene?
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Oppgave 49

Hanne har en timelgnn pa 160 kr. Ferste aret gkte timelgnnen med 3,8 %, deretter gkte den
med 2,7 %, og det tredje aret gkte lannen med 3,1 %. Hva ble den nye timelgnna hennes etter
disse tre endringene?

Oppgave 50

Pa mandag kostet bensin 12,53 kr/L. Tirsdag hadde prisen sunket med 2 %. Onsdag sank
prisen med ytterligere 3,7 % far den steg med 4,1 % pa torsdag. Bruk vekstfaktor til & regne ut
hvor mye bensinen kostet per liter etter torsdagens prisgkning.

Befolkningen i Snillfjord kommune endres med en liten prosentandel hvert ar. Fra X3
2015 til 2016 gkte antallet innbyggere, mens det sank fra bade 2016 til 2017 og fra 2017 til
2018. 1 2018 var innbyggertallet 982. Bruk Excel og vekstfaktor til & lage et forslag pa
innbyggertallet i 2015 og hvor mange prosent innbyggertallet endret seg med.

6.3.2 Flere like prosentvise endringer
Eks:

| dag kan en leilighet selges for 2,1 millioner kroner. Det er forventet at verdien pa leiligheten
stiger med 8 % hvert ar de neste fire arene. Hvor mye kan leiligheten selges for om 4 ar
dersom dette stemmer?

-

\_

2,1-1,08-1,08-1,08-1,08=2,86

Leiligheten kan selges for 2,86

millioner kroner om 4 ar.

Leiligheten kan selges for 2,86

‘ 2,1-1,08=2,86
' '
ﬂ ~ | ~ millioner kroner om 4 ar.

~

J

Forklar hvordan disse to personene tenker. Hvilken likte du best? Hva om det er enda flere
endringer?

Oppgave 51

Hvis vi setter for eksempel 10 000 kr i banken 1. januar, vil vi etter ett ar fa renter av pengene
slik at belgpet pa kontoen gker. Renten er en viss prosent av det belgpet vi har pa kontoen.
Hvor mye vil vi ha pa kontoen om 5 ar dersom renten er pa 3 %? Hvor mye har vi etter 10 ar
og 15 ar?
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Oppgave 52
En barbar PC koster 9800 kr som ny. Vi regner med at verdien minker med 25 % i aret, inntil
ingen vil ha den lenger nar den blir mer enn fem ar. Hvor mye er PC-en verdt etter 5 ar?

Oppgave 53

Knut kjgper en bil, og han vet at bilens verdi synker en viss prosentandel hvert ar. Han ser for
seg a beholde bilen i noen ar, og han lager falgende regnestykke for a beregne hvor mye han
kan selge bilen for:

Salgspris = 320 000 - 0,85°

Hvor mye kjgpte Knut bilen for, hvor mange prosent antar Knut at verdien synker hvert ar, og
hvor mange ar tenker Knut a beholde bilen fer han selger den?

Hvor mye regner Knut a selge bilen for?

7. A finne gammel verdi
7.1 En prosentvis endring
Eks:

Pa 17. mai solgte en kiosk 1260 is. Dette var en nedgang pa 10 % fra i fjor. Hvor mange is
solgte kiosken i fjor?

(100%-10%=90%=0,9 ‘ 100 % - 10%‘90%—09\
x- 0,9 = 1260 Salg av is i fjor = 2222

_ 1260 0,9

0,9

: L Kiosken solgte 1400 is pa 17.
Kiosken solgte 1400 is pa 17. mai i fjor.
mai i fjor. j

&

Forklar hvordan disse to personene tenker. Hvilken likte du best? Kan man tippe seg frem til
svaret? Hvordan hadde regnestykket blitt dersom issalget hadde gkt med 10 %?

Oppgave 54
Prisen pa en bukse ble satt ned med 15 %. Na koster buksa 765 kr. Hvor mye kostet buksa far
prisreduksjonen?
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Oppgave 55
Elevtallet pa en VGS gkte med 4 % fra august 2017 til august 2018? | august 2018 var
elevtallet ved skolen 582. Hvor hgyt var elevtallet i august 2017?

Oppgave 56:
Pa 16-arsdagen sin kjgpte Mariam en moped. Det er vanlig at verdien til mopeder gar det med
en viss prosent hvert ar. Pa 17-arsdagen sin setter hun opp falgende regnestykke:

14450
0,85

Nypris pa moped =

Hvor mye antar Mariam at verdien til mopeden er pa 17-arsdagen hennes? Hvor mange
prosent antar hun at verdien synker hvert ar?

Hvor mye kostet mopeden da den var ny?

7.2 Flere prosentvise endringer
Eks:

Prisen pa Euro gikk opp 10 %, deretter sank den med 8 % far den steg med 7 %. Na koster 1
Euro 9,59 kr. Hvor mye kostet den fer prisendringene?

/ x-1,1-0,92- 1,07 =9,59 ‘ 9,59:1,07=8,96
x-1,083=9,59 8,96:0,92=09,73
x = 222 9,74:1,1=8,85

1,083

1 Euro kostet 8,85 kr far

i . 1 Euro kostet 8,85 kr far
prisendringen | I ||

prisendringen

&

Forklar hvordan disse to personene tenker. Hvilken likte du best? Kan man gjgre metode 2
raskere?

X3

Inntakstallet pa Hellerud VGS har endret seg (bade opp og ned) med en viss
prosentandel fra ar til ar de siste tre arene. | august i ar begynte 620 elever pa Hellerud.
Bruk Excel og vekstfaktor til a lage et forslag pa prosentvis endring de siste tre arene og
hvor mange elever som begynte pa Hellerud for tre ar siden.
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7.3 Flere like prosentvise endringer

Eks:

| dag kan en leilighet selges for 3,2 millioner kroner. Man antar at verdien til denne
leiligheten har steget med 7 % hvert ar de siste fem arene. Hvor mye var leiligheten verdt for

(

millioner kroner for fem ar siden

&

3,2:1,07:1,07:1,07:1,07:1,07=23

32:1,07°=23

fem ar siden?
' '
_/

- . Leilighetens verdi var 2,3
Leilighetens verdi var 2,3

millioner kroner for fem ar
g\ ﬁ\ icer
- e

~

J

Forklar hvordan disse to personene tenker. Hvilken likte du best? Hva om det er enda flere
endringer?

Oppgave 55
For fire ar siden satte Espen inn et belgp i banken. Pengene har statt urgrt med 3 % arlig rente.
| dag har han kr 112 550,88 pa kontoen. Hvor stort var belgpet Espen satt inn for fire ar siden?

Oppgave 56
Verdien til en aksje har sunket med 2,5 % seks dager pa rad. I dag kan aksjen kjgpes for kr.
128,86. Hva var verdien til aksjen for seks dager siden?

Oppgave 57:

| en kommune ble det hvert ar laget en telling av antall hjort, og nye tellinger har blitt laget
hvert ar etter. Det viser seg at antall hjort i kommunen synker med en fast prosent hvert ar. Du
finner fglgende regnestykke som gjelder for i ar:

850

Antall hjort ved farste telling = =

Hvor mange hjort er i kommunen ved arets telling, hvor mange ar er det siden farste telling,
og hvor mange prosent synker hjortebestande med hvert ar?

Hvor mange hjort var det ved farste telling?
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Utfyllingsoppgave — Prosentvis endring i flere perioder
| denne oppgaven skal du reflektere litt rundt vekstfaktorer og bruke dette i utregninger

1. Regnut
4-1=
4-15=

4-0,5 =

2. Her har vi multiplisert 4 med ulike tall.
a) Hva skjer med et tall nar det multipliseres med noe som er stgrre enn 1?

b) Hvor mye endres det nar det multipliseres med 1,5?

c) Hva skjer med et tall som multipliseres med noe som er mindre enn 1?

d) Hvor mye endres det nar det multipliseres med 0,5?

3. Finn vekstfaktoren til noe som gker med 3%

4. Finn vekstfaktoren til noe som avtar med 8%

Kapittel 3. Prosentregning Side 123



5. Fyll ut tabellen
a. Regn farst ut vekstfaktorene ut fra endringen i prosent
b. Regn sa ut ny pris pa en vare som koster 2500 kr i utgangspunktet.

Endring | Utregning = Vekstfaktor | Utregning = Ny pris

+200 %

+100 %

+ 50 %

+ 30 %

+12,5%

+10 %

+1%

+0,1%

0,0 %

-0,1 %

-1%

-10 %

-125%

-30 %

-50 %

-100 %
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6. Berit har 25 000 kr i banken. Hun setter ikke inn flere penger og tar heller ikke ut noe.
Hun far 1,5% rente per ar.
a) Hva er vekstfaktoren i denne situasjonen her?

b) Hvor mye har Berit i banken om 1 ar?

¢) Hvor mye har Berit i banken om 10 ar?
7. En bil som ble kjgpt for 5 ar siden er i dag verdt 155 297 kr. Verdien har avtatt med
15% hvert ar siden den var ny. Vi antar at verdien vil fortsette a avta pa samme mate

de neste drene fremover.
a) Hva er vekstfaktoren i denne situasjonen her?

b) Hva kostet bilen da den var ny?

c¢) Nar er bilen verdt mindre enn vrakpanten pa 3000 kr?

8. Noe a tenke pa:

Hvorfor er 4 - 1,5~ mindre enn 4? Skriv ned forklaringen din.
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Blandede oppgaver prosentregning
Bl
(Eksamen 1P hgsten 2012, Del 1)

Tidligere kostet en vare 50 kroner. Na koster varen 90 kroner.
Hvor mange prosent har prisen gkt med?

B2

Tidligere kostet en vare 90 kroner. Na koster varen 50 kroner.
Hvor mange prosent har prisen minket med?

B3
(Eksamen 1P hgsten 2011, Del 1)

| lgpet av noen ar steg Gretes lgnn fra 160 kroner per time til 184 kroner per time.
Hvor mange prosent steg timelgnnen?

B4
(Eksamen 1P varen 2015, Del 1)

Skriv som prosent
a) 0,451
b) —
B5
(Eksamen 2P varen 2015, Del 1)
En vare koster i dag 240 kr. Prisen er da satt ned med 20 %.

Hvor mye kostet varen far prisen ble satt ned?

B6
(Eksamen 2P varen 2016, del 1)

| butikk A koster en vare 150 kroner. | butikk B koster den samme varen 120 kroner.

a) Hvor mange prosent hayere er prisen i butikken A sammenlignet med prisen i butikk
B?

b) Hvor mange prosent lavere er prisen i butikk B sammenlignet med prisen i butikk A?
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B7
(Eksamen 2P hgst 2016, del 1, 1p)

Ved en skole er det 135 jenter og 115 gutter.
Hvor mange prosent av elevene er jenter?

B8
(Eksamen 2P hgst 2016, del 1, 1p)

En vare kostet like mye i butikk A og butikk B. Sa ble prisen endret.

| butikk A ble prisen farst satt opp med 10 %. Senere ble prisen satt ned med 10 %. | butikk B
ble prisen farst satt ned med 10 %. Senere ble prisen satt opp med 10 %.

Avgjar hvilken av de tre pastandene nedenfor som er riktig.

Pastand 1: Varen koster nd minst i butikk A.

Pastand 2: Varen koster nd minst i butikk B.

Pastand 3: Varen koster na like mye i de to butikkene.
B9

a) | et borettslag ble det stemt over et forslag som krevde 2/3 flertall for & bli vedtatt. 46 av
74 stemte for forslaget. Ble forslaget vedtatt?

b) 1 et annet borettslag stemte 81 for og 39 mot et forslag som ogsa krevde 2/3 flertall. Ble
dette forslaget vedtatt?

B10
(Eksamen 1P varen 2014, Del 1)

Det bor ca. 7,2 milliarder mennesker pa jorda. 15 % har ikke tilgang til rent vann.
Omtrent hvor mange mennesker har ikke tilgang pa rent vann?
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B11

(Eksamen 2P varen 2008, Del 2)

| butikker ser en ofte tilbud av typen “’Ta tre, betal for to”.
Du far altsa tre varer til prisen for to.

a) En klesbutikk hadde et slikt tiloud pa T-skjorter. Der kostet én T-skjorte 129 kroner. Hvor
mange prosent avslag vil du fa ved a benytte deg av tilbudet ”Ta tre, betal for to”?

L'“/;;f
b) ‘“\) | tegneseriestripen nedenfor har Pondus tolket tilbudet annerledes. Hvor mange

prosent avslag fikk han?

STIAL  NeLNe\iee
WTRE  FIKKZEM.TIL
ALAGKER  GLUTT/KRANGLET
GHANPoo7  BARE | EN WALV
TIME! A ReV

V| waneuaaTeN! |

Hos en frisgr betaler du full pris for de fire farste klippene, men far 50 % rabatt pa det femte.
Hvor mange prosent rabatt far du hvis du ser pa disse fem klippene samlet?

B13

(Eksamen 2P varen 2011, Del 1)

Tegn av tabellen nedenfor i besvarelsen din og fyll inn det som mangler.

Prosentvis endring Vekstfaktor
+2%
-68 %
0,25
2
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B14
a) | falge Aftenposten 20. juni 2013 har antall leverte brev per postkasse gatt ned fra 750 i ar
2000 til 450 i 2012. Hvor mange prosent har antall brev per postkasse minket?

b) L Posten antar at i 2020 vil antall brev ha falt til 230 per postkasse i aret. De sier at da
har to tredjedeler av posten forsvunnet pa 20 ar. Undersgk om denne pastanden er riktig.

B15

(Eksamen varen 2013, Del 1) </

En vare koster na 210 kr. Prisen er da satt ned med 30 %.
Hva kostet varen far prisen ble satt ned?

B16

O
I mai 2013 eksporterte norske bedrifter varer og tjenester for 72,9 milliarder kroner. Dette var
11,2 % mindre enn i mai 2012. Hvor stor var eksporten i mai 20127

B17
(Eksamen 1P hgsten 2012, Del 2)

Siri setter inn 12 000 kroner pa en ny bankkonto. Hun lar pengene sta urgrt og far 4,5 % rente
per ar.
Hvor mye vil hun ha pa kontoen etter 15 ar?

B18
(Eksamen 1P varen 2010, Del 1)

Stian har en bil som i dag er verdt 270 000 kroner. Verdien til bilen har avtatt med 10 % det
siste &ret. Vi antar at verdien vil fortsette & avta med 10 % hvert ar i arene framover.

1) Hvor mye vil bilen vare verdt om ett ar?
2) Hvor mye var bilen verdt for ett ar siden?
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B19

(Eksamen 1P varen 2011, Del 1) W

En vare selges i to forskjellige butikker. Prisen er den samme i begge butikkene. |
butikk A settes prisen opp med 20 %. | butikk B settes prisen fagrst opp med 10 %
0g sa etter noen dager med 10 % til. Marit pastar at prisen da fremdeles er den
samme i begge butikkene.

Forklar Marit hvorfor dette ikke er riktig. Bruk gjerne et eksempel nar du forklarer.

B20
(Eksamen 1P varen 2012, Del 1)

En bil koster 250 000 kroner. Bilens verdi avtar med 15 % per ar.

Forklar hvilket av regnestykkene nedenfor som kan brukes for & finne hvor mye bilen er verd
etter 10 ar.

250000-15

1) 250 000-10-
100

2)  250000-0,15°
3) 250 000-0,85"

B21

&3
£2 M~

Fra 2009 til 2012 steg norske boligpriser i gjennomsnitt med 8,3 % hvert ar. Hvor mange
prosent steg boligprisene totalt fra 2009 til 2012? (Nei, svaret er ikke 24,9 %!)
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B22

(Eksamen 1P varen 2010, Del 2) L

Ola skal bygge hus. Huset vil koste 2 300 000 kroner. Han har 150 000 kroner i banken.
Resten ma han lane. 1 Husbanken far han lane 80 % av det huset vil koste. Renten i
Husbanken er 4 % per ar. Resten av pengene ma han lane i en privat bank til 6 % rente per ar.

a) Hvor mye penger far Ola lane i Husbanken, og hvor mye ma han lane i den private
banken?

b) Hvor mange kroner ma han til sammen betale i renter i Husbanken og den private banken
det farste aret?

Ola kan trekke fra 28 % av rentekostnadene pa skatten. Dette kalles et skattefradrag.

¢) Hvor store blir renteutgiftene til Ola det fgrste aret, dersom vi tar hensyn til
skattefradraget?

B23

\Q;'j

En bensinstasjon reklamerer for bilvask: “Kjop kupongkort med 5 vask, betal for 3. Spar
40 %.” Stemmer dette?

B24
(Eksamen 1P varen 2014, Del 2)

Prisen pa en vare er satt opp 10 % fem ganger. Opprinnelig kostet varen 246 kroner.

a) Hvor mye koster varen na?

b) Hvor mange prosent er prisen totalt satt opp?

Prisen pa en annen vare ogsa satt opp 10 % fem ganger. Na koster varen 550 kroner.

C) .’ Hva kostet denne varen opprinnelig?
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B25
(Eksamen 2P hgst 2016, del 2, 6p)

1. september 2016 kjepte Monica en hytte. Hun lante da 1 000 000 kroner av foreldrene.
De inngikk falgende avtale:

- Renten pa lanet skal veere 2,5 % per ar.

- Tilbakebetalingen skal skje ved at Monica overfagrer 100 000 kroner til foreldrenes
konto 1. september hvert ar til lanet er nedbetalt.

- Farste overfaring skal skje 1. september 2017.

| denne oppgaven skal du lage et regneark som viser

« hvor mye Monica skylder foreldrene etter hver overfgring fram til lanet er nedbetalt
« hvor mye Monica betaler i renter, og hvor mye hun betaler i avdrag hvert ar
« hvor mye Monica totalt vil ha betalt i renter i lgpet av nedbetalingstiden

Nedenfor ser du et eksempel pa hvordan de farste radene i regnearket kan se ut. Husk at du i
starst mulig grad skal benytte formler, slik at lgsningen blir dynamisk, og at formlene som er
brukt, skal komme Klart fram i besvarelsen din.

A B C D E F

o
1 Lan - Hytte
2 |Lanebelgp: kr 1000 000,00
3 |Rente (%): 2,5 Vekstfaktor: 1,025
4 |Innbetaling: kr 100 000,00
5
& |Dato: Skyldig belgp for innbetaling: Innbetaling: Skyldig belgp etter innbetaling: Betaltiavdrag: Betaltirenter:
7 | 01.09.2016 kr 1000 000,00 kr 0,00 kr 1 000 000,00 kr 0,00 kr 0,00
8 01.09.2017 kr 1025 000,00 kr 100 000,00 kr 925 000,00 kr 75 000,00 kr 25 000,00
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Fasit gvingsoppgaver prosentregning

Fasit blandede oppgaver prosentregning

B180 %

B2 44,4%

B3 15 %

B4 a) 45,1 % b) 20
B5 300 kr

B6 a) 25 % b) 20 %
B7 54 %

B8 Pastand 3

B9a) Nei b)Ja
B10 1,08 milliarder

Blla) 33,3% b) 60 %
B12 10 %
B131,02 0,32 -75% +100%

B14 a) 40 % b) Ja, omtrent
B15 300 kr

B16 82,1 milliarder
B17 23223,39 kr
B18 1) 243 000 kr 2) 300 000 kr

B19 Pris: 100,- gir A=120,- og B=121,-
(110+11 for andre gkningen i B)
B20 Alternativ 3

B21 27,0 %

B22 a) 1840000 kr, 310 000 kr b)
92 200 kr c) 66384 kr

B23 Ja

B24a) 396 kr b) 61% c) 341 kr
B25 renter totalt: 163 740,03
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Kapittel 4. Statistikk

Tid brukt pa Facebook: fordelt pa Innhold

Hjem/Nyhetveggen
Profiler

Bilder

Apps

Annet

Modell: metronet.no

Dette kapitlet handler blant annet om:

e Beregne gjennomsnitt og andre sentralmal.

e Framstille data i frekvenstabeller.

e Beregne standardavvik og andre spredningsmal.

e Framstille data i sgyle-, sektor- og andre typer diagrammer.
e Bruke Excel til & gjere statistiske beregninger.

350 000
300 000 A [ls-vrrrrerregaennes
250 000 -

200 000 -

Antall

150 000 -
100 000 -
50 000 -

0-9 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 60-69 70-79 80-89 90-
Alder
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Mal for kapittel 4. Statistikk ' . %'

Kompetansemal

Mal for opplearingen er at eleven skal kunne

e planlegge, gjennomfgre og vurdere statistiske undersgkelser

« beregne og drafte sentralmal og spredningsmal

e beregne og gjare rede for kumulativ og relativ frekvens, representere data i tabeller og
diagrammer og drgfte ulike dataframstillinger og hvilket inntrykk de kan gi

« gruppere data og beregne sentralmal for et gruppert datamateriale

o bruke regneark i statistiske beregninger og presentasjoner

Leeringsmal

Etter at du har arbeidet med dette kapittelet skal du sette kryss i de boksene som tilhgrer de
leeringsmalene du har oppnadd. Det er viktig at du er &rlig og at du ikke krysser i de boksene
som du faler at du ikke kan. Pa den maten vet du pa hvilket omrade du ma forbedre deg.

Etter dette kapittelet vet jeg

1 hvordan jeg setter data inn i en tabell med frekvens, relativfrekvens, kumulativ
frekvens og relativ kumulativ frekvens

hvordan jeg tegner diagrammer for hand

hvordan jeg tegner diagrammer i Excel

hvordan jeg finner sentralmal: gjennomsnitt, typetall og median

hvordan jeg finner spredningsmal: variasjonsbredde og standardavvik

hvordan jeg kan finne sentralmal og spredningsmal ved hjelp av Excel
hvordan jeg finner gjennomsnitt i et klassedelt materiale

hvordan jeg kan finne hvilken klasse medianen er i et klassedelt materiale

N O B o

Etter dette kapittelet kan jeg forklare

hvilken informasjon relativ frekvens og kumulativ frekvens gir
hva ulike sentralmal forteller om et datamateriale

hva ulike spredningsmal forteller om et datamateriale

hva vi mener med et klassedelt materiale

I O O

Etter dette kapittelet kan jeg vurdere og

] argumentere rundt og sammenligne praktiske situasjoner ut i fra tallverdien til
sentralmal og spredningsmal
1 velge hensiktsmessige hjelpemidler nar jeg jobber med statistiske beregninger
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1. Hva er statistikk?

Statistikk handler om & trekke informasjon ut av et datamateriale og a framstille materialet pa
oversiktlige mater. Et datamateriale bestar av mange tall, og hvert tall kaller vi gjerne en
observasjon. Eksempler pa datamateriale:

e Standpunktkarakterene til alle elevene i 2P som var oppe til eksamen

e Hgydene til alle som er pa militaersesjon et ar

e Antall mal en bestemt fotballspiller har scoret i hver kamp han har spilt
e Maksimumstemperaturen pa Blindern hver dag i 2013

Vi bruker karakterene i to 2P-grupper med tilsammen 50 elever som eksempel:

23133 51224 62212 3124452233 12425 44123 2231542152
32431

Dette ser uoversiktlig ut. Vi framstiller derfor tallene i en frekvenstabell og som et diagram.

2. Frekvenstabeller

En frekvenstabell viser hvor mange ganger hver dataverdi forekommer. | datamaterialet
ovenfor er det seks dataverdier (de seks mulige karakterene), og det er 10 elever som har fatt
karakteren 3. Vi sier at frekvensen til karakteren 3 er lik 10. Et annet ord for frekvens er

hyppighet.

Frekvenstabellen blir slik:

Karakter | Frekvens
1 9

17

10

8

5

1

OO WIN

Vi bgr regne ut summen av alle seks frekvensene og sjekke at den blir lik antall observasjoner
(her 50).

Ofte er det mer opplysende a finne ut hvor stor del av datamaterialet hver frekvens utgjer. Det
oppgir vi i prosent og kaller det relativ frekvens. Her er et eksempel pa utregning:

Relativ frekvens for karakteren 4: % =0,16=16 %
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Her er tabellen en gang til hvor vi har tatt med relative frekvenser:

Karakter | Frekvens | Relativ frekvens
1 9 18 %
2 17 34 %
3 10 20 %
4 8 16 %
5 5 10 %
6 1 2%

Sjekk at summen av de relative frekvensene blir 100 %.

Tabellen under er utvidet slik at den ogsa viser kumulativ frekvens og relativ kumulativ
frekvens. Ordet kumulativ betyr “oppsamlet”.

Karakter | Frekvens | Relativ frekvens | Kumulativ frekvens | Relativ kum. fr.
1 9 18 % 9 18 %
2 17 34 % 26 52 %
3 10 20 % 36 72 %
4 8 16 % 44 88 %
5 5 10 % 49 98 %
6 1 2% 50 100 %

Dette betyr for eksempel at 36 av de 50 elevene fikk 3 eller darligere og at dette utgjer 72 %
av elevene.

Oppgave 1

Las denne oppgaven uten kalkulator.

Noen elever ble spurt om hvor mange PCer, nettbrett og mobiler det til sammen var i
familien. De ga fglgende svar:

356447 4475

Framstill disse dataene i en tabell som viser frekvenser, kumulative frekvenser, relative
frekvenser og relative kumulative frekvenser.
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3. Diagrammer
3.1 Sgylediagram (stolpediagram)

Tallene i en frekvenstabell kan vi ogsa framstille i et diagram. Det er mest aktuelt 4 gjere
dette i del 2 - oppgaver, og da kan vi bruke regnearket Excel. Men du bgr ogsa kunne tegne et
diagram pa papir i del 1.

Det er noen sma forskijeller pa menyer og kommandoer mellom d - BB-
o . ° . HIEM SETTINN SIDEOPPSETT FOF
Excel pa Windows og Excel pa Mac. Teksten beskriver

G S - .=
- . . o D _ Calibri -4 A A =
Windows-versjonen. Hvis du bruker Mac far du et ark av w Yt ku- i boa- =F
leereren som beskriver forskjellene pa de to versjonene. Stlppdae f =
A2 - X o
R A B
Vi bruker en tabell over elevfraveer som eksempel: 1 Antall fraveersdager Antall elever
2 0 8
. . . . 3 1 9
Legg inn dataene som du vil lage sgylediagram av i Excel. Merk . 2 4
ut med pekeplate eller mus dataomrédet. Ikke ta med eventuell ~ ° : :
overskrift. 7 5 1
8 6 1
9

10

Velg fanen Sett inn og Anbefalte diagrammer. | nytt vindu velg gnsket diagram og klikk ok:

H ©- ] -
HIEM SIDEOPPSETT FORMLER DATA SE GJENNOM VISNING TILLEGG

B TT L g 27 @ /7 llp INETTT Ml 8 W e e

Pivottabell Anbefalte Tabell ~ Bilder Bilder pa 3 My Appy - Anbefalte

Pivotdiagram  Kart Power  Linje Kolonne Vinning/  Slic

pivattabeller Internett @+~ diagrammer "2 View tap
Tabeller Ilustrasjoner Tillegg Diagrammer n Omvisninger Rapporter Sparkline-grafikk
a2 - f|o
sminnm D [t
A B 1 / = |
1 Antall fraveersdager Antall elever anigffaite diagrammer | alle Wagrammer |
2 0 8 .
— “  Gruppert stolpediagram
3 1 9 :
Diagramfittel

a 2 4 | | ) ¢
s 3 3 hil..|]}:
6 4 4 = s
7 3 1 - 5
s 6 1 i s

— 4
9 3
10 2
u : [ .
12 = ) o 1 2 3 a 5 5
13
14 Et gruppert stolpediagram brukes til & sammenligne verdier pa tvers av

noen kategorier, Bruk det nar rekkefalgen pa kategoriene ikke er viktig,

15
16
17
18
19
20 N_
21 .
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Formatering av diagrammet, diagramtittel oq aksetitler:

Velg enten fanen hurtigoppsett eller + tegnet til hgyre pa diagram vinduet.

<= I @ % s Bokl - Excel DIAGRAMVERKTAY
HIEM SIDEOPPSETT ~ FORMLER ~ DATA  SEGIENNOM  VISNING  TILLEGG  UTFORMING  FORMAT

Ml M e T 1]

Diagramstiler

. — p—
o ] |
Endre .. | Ll

farger~

Legg til
diagramelement -
Diagramopps€

urtigoppsett

I F

A B C D E F G H ’ I \

1 | Antall fraveersdager Antall elever . ) lE‘
Diagramtittel
2 0 8
10
3 9
. :
5 7
6 13
7 5
s
g 3
5 5 I
10 .
i : N
0 1 2 3 4 5 6

Skriv inn gnsket tekst inn i feltene diagramtittel og aksetittel:

TR W N
B e s ws o

B d e B % - Bokl - Excel DIAGRAMVERKTEY
HUEM  SETTINN  SIDEOPPSETT  FORMLER  DATA  SEGIENNOM  VISNING  TILEGG  UTFORMING  FORMAT

L] — s - - E — P —
; : | =
R Nped [T ] theeet Ml o oo 1
Legg il Hurtigoppsett  Endre EEE== Loills - Hall.. Hnan.. k.. FebE= 5 Byt rad
diagramelement = - farger kelann
Diagramoppsett Diagramstiler D
Diagram3 ~ .ﬁ
A B C D E F G H 1 J K
1 | Antall fravaersdager Antall elever ] ) . DIAGRAMELEMENTER
Diagramtittel
2 0 8 o Akser
3 1 9 N E‘ Aksetitler
a 2 4 N Diagramittel
Dataetiketter
3 3 W =
5 s [ Datatabell
6 4 4 3 [ Feilfeit
7 5 1 t Rutenett
g 6 1 z [ Forklaring
5 L [ Trendlinje
10 o H B
11 0 1 2 3 4 5 6
=
13
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Diagrammet ferdig:

Fordeling antall fravaersdager Vs antall elever

10

8 I
. I I I I H =
0 1 2 3 4 5

6

[e)]

Antall elever
N

N

Antall dager

Av og til vil du lage diagrammer hvor det er mer enn en kolonne for hver dataverdi. Et
eksempel kan veere fraveeret i flere klasser som skal sammenlignes. Da merker du bare ut alle
kolonnene det skal lages sayler av. Resten blir som for.

3.2 Sektordiagram

I mange tilfelle hvor man ikke har for mange dataverdier, er det vanlig & lage et sektor-
diagram (populert kalt “kakediagram™). Vi gar fram pa samme méte som for et
stolpediagram, men velger Sektor istedenfor Stolpe. Med tallene fra forrige eksempel far vi da
dette diagrammet:

Diagramtittel

—

m0 m] w2 w3 u4 =5 m6

Det er en sektor for hver av de sju verdiene til antall fravaersdager. Disse verdiene er
fargekodet, og koden star til hgyre. | svart-hvitt er det vanskelig & se hva som er hva.

Vise den relative frekvensen i prosent for hver av sektorene. Velg fanen utforming og velg et
av diagramstilene:
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H®- &3 % - Bokl - Excel VERKTEY
HIEM SETTINN SIDEOPPSETT FORMLER DATA SE GJENMNOM VISMING TILLEGG UTFORMING FORMAT
— . — — = —
BilLE P o
Y 2 KK
Legg til Hurtigoppsett  Endre " _____ . -

diagramelement ~ - farger -

Diagramoppsett @
Diagram4 ~ | ﬁ
A B C D E F G H 1
1 | Antall fraveersdager Antall elever
5 0 8 DIAGRAMTITTEL
]
3 1 9 35% 3%
4 2 4
Y
5 3 3
6 4 1
7 5 1
8 6 1
9
10
11
12
13 30 %
14

Til slutt skriver du inn en passende diagramtittel.

FORDELING ANTALL 6DAGER VS ANTALL ELEVER

3% 3%

13 % 27 %

14 % 1
30 %

Det er mulig a lage mye “pynt” pa diagrammene. Ikke bruk tid pé det, 1 hvert fall ikke pa
prgver!

Et diagram skriver du ut pa vanlig mate etter & ha klikket pa det. Da far du bare med
diagrammet, ikke hele regnearket.

Oppgave 2
Framstill frekvenstabellen i oppgave 1 som et sgylediagram og som et sektordiagram.
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3.3 Linjediagram (kurvediagram )

Linjediagrammer brukes nesten bare for & vise hvordan noe utvikler seg over tid. Det betyr at

pa vannrett akse har vi som regel timer, dager, uker, maneder eller ar.

| Excel lager du et linjediagram pa samme mate som et stolpediagram.

30
295
29
28,5
28
27,5
27
26,5
26

Phuket (Thailand)

Januar +

Februar +

Mars +

April 1

Mai |

Juni +

September +

Oktober +

November +

Desember +

HKilde: http://www.yr.no
{01.04.2011)
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@ 3.4 Tegne sektordiagram for hand

| del 1 kan du hende at du blir bedt om & tegne et sektordiagram pa papir. Da vil det bare vare
noen fa sektorer, og det vil veere tall som skal veere mulig a handtere uten a veere veldig god i
hoderegning.

For a tegne et bra sektordiagram trenger du passer, gradskive og linjal.

Eksempel 1
En del mennesker ble spurt om de var forngyd med regjeringen. 60 % svarte “ja”, 30 %

svarte “nei” og 10 % svarte “vet ikke”. (Dette er altsd de relative frekvensene for

dataverdiene.)
Vi vil lage et sektordiagram som illustrerer svarene. Vi regner da ut hvor mange grader hver

av de tre sektorene ma fylle. Hele sirkelen utgjer 360°.

Ja-sektoren ma fylle 360°-0,6 = 216°.

Nei-sektoren ma fylle 360°-0,3=108°.

Vet ikke-sektoren ma fylle 360°-0,1=36°.

Vi lager en litt stor sirkel med passer og bruker gradskive til & lage de tre sektorene med riktig
gradtall. Til slutt skriver vi passende tekst i hver sektor. Resultatet skal veere omtrent slik:

Vet ikke
10%

Nei
30%

Oppgave 3

To klasser pa 60 elever skal ha aktivitetsdag. 12 elever gnsker langrenn, 22 slalam, 18 aking
og 8 fottur. Lag et sektordiagram pa papir (og uten kalkulator) som illustrerer denne
svarfordelingen.

Tips: Legg merke til at 360/60 = 6. En elev svarer altsa til 6 grader.

Kapittel 4. Statistikk Side 145




Utfyllingsoppgave — Diagrammer

| denne oppgaven skal vi utforske bruk av ulike diagrammer og se hvordan vi kan tegne dem

for hand og i Excel

Oppgave 1

Pa eksamen kommer det ofte oppgaver hvor du skal tegne et «hensiktsmessig» diagram.

Fyll inn tabellen under slik at du far en oversikt over de ulike diagramtypene og nar det er

hensiktsmessig & bruke dem

Diagramtype

Skisse av diagramtypen

Nar bruker vi denne diagramtypen?

Stolpediagram

(seylediagram)

Sektordiagram

(kakediagram)

Linjediagram

(kurvediagram)
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Oppgave 2

Karakter | Frekvens
1 9

2 17

3 10

4 8

5 5

6 1

Tabellen viser karakterfordelingen pa en matematikkeksamen pa en skole.

a) Hvorfor vil sektordiagram kunne vare hensiktsmessig a bruke her?

b) Kunne man brukt et stolpediagram istedenfor? Begrunn svaret

c) Hvorfor vil ikke et linjediagram veaere hensiktsmessig i denne situasjonen?

d) Tegn et sektordiagram i Excel

(Lim inn Excelbildet her)
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e) Fyll ut tabellen og tegn sektordiagrammet for hand

Karakter Frekvens Gradtall

1
2
3
4
5
6
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Oppgave 3

Antall fraveersdager Antall
elever

0 8

1 9

2 4

3 3

4 4

7 1

9 1

10 1

11 1

12 1

15 1

Tabellen viser fraveersdager for en klasse pa Vg2.

a) Hvorfor er det ikke hensiktsmessig a bruke et sektordiagram her?

b) Hvorfor er stolpediagram det mest hensiktsmessige?

¢) Hva ma du veere oppmerksom pa her nar du skal tegne stolpediagrammet?
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d) Tegn diagrammet for hand.

e) Tegn diagrammet i Excel.

(Lim inn Excelbildet her)
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Oppgave 4

Ar Antall kamper
1986 1
1987 2
1988 4
1989 10
1990 9
1991 6
1992 4
1993 9
1994 11
1995 11
1996 4

Tabellen viser antall spilte landskamper for en fotballspiller i perioden 1986-1996.

a) Hvorfor er et linjediagram mest hensiktsmessig a bruke her?

b) Tegn et linjediagram for hand
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c) Tegn et linjediagram i Excel.

(Lim inn Excelbildet her)

Oppgave 5

| media kan vi av og til finne diagrammer som er ikke sier noe feil, men som fremstiller data
pa en mate som kan misforstas eller gi feil inntrykk. Kan du finne et slikt eksempel og lime

inn her?

Hvorfor tror du diagrammet er laget pa denne maten?
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4. Sentralmal

Et sentralmal er et tall som viser hovedtendensen i et datamateriale. De vanligste
sentralmalene er gjennomsnitt, median og typetall.

4.1 Gjennomsnitt

Vi finner gjennomsnittet av et datamateriale ved & legge sammen alle observasjonene og
dividere med antall observasjoner.

Eksempel 2
Haydene til 10 gutter (i cm) er 187, 182, 175, 184, 173, 180, 182, 177, 171, 186.

Vi regner ut summen av hgydene: 187 + 182 + 175 + 184 + 173 + 180 + 182 + 177 + 171
+186 = 1797.

Gjennomsnittet er 1797 cm /10 = 179,7 cm.

Oppgave 4
Noen elever ble spurt om hvor mange PCer, nettbrett og mobiler det til sammen var i
familien. De ga fglgende svar:

356447 4475

Finn gjennomsnittlig antall “datadingser” i disse familiene.

Oppgave 5

a) Kan en gjennomsnittshgyde veere starre enn alle hgydene som er brukt for a regne ut
gjennomsnittet?

b) Kan alle hgydene vere lik gjennomsnittshgyden?
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Eksempel 3

Hvis datamaterialet er satt i en frekvenstabell, finner vi gjennomsnittet slik:

Karalkter Frelkvens Karalkter * Frelkvens
1 Q a
P 17 34
3 10 30
4 B 32
5 5 25
6 1 6
Sum =50 sum = 136

Dette viser at summen av alle 50 karakterene er 136.
Gjennomsnittskarakteren er 136 / 50 = 2,72

Oppgave 6

Taiba spiller handball. Hun har laget en tabell som viser antall mal hun har scoret i kampene.
Tabellen viser for eksempel at i 5 av kampene har hun scoret 2 mal i hver kamp. Frekvensene
er her antall kamper hvor hun har scoret 0 mal, 1 mal, osv.

Antall mal | Antall kKamper
0 2
1 3
2 5
3 7
4 8
5 6
6 2

a) Hvor mange kamper har hun spilt?
b) Lag en ekstra kolonne og finn ut hvor mange mal hun har scoret tilsammen pa disse

kampene.

¢) Hvor mange mal har hun scoret i gjennomsnitt per kamp?
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4. 2 Median

Medianen i et datamateriale er den midterste verdien nar materialet er sortert i stigende
rekkefalge.

Eksempel 4
Hva er medianen for karakterene 4, 2, 2,5 og 1?

Vi ordner dem i stigende rekkefglge: 1, 2, 2, 4, 5. Da ser vi at medianen er 2.

Eksempel 5
Hva er medianen for karakterene 4, 2, 2,5, 1 og 3?

Vi ordner dem i stigende rekkefglge: 1, 2, 2, 3, 4, 5. Da ser vi at det er ikke noe tall ngyaktig i
midten. | slike tilfelle er medianen definert som gjennomsnittet av de to verdiene naermest

midten. Derfor er medianen % :g =2,5.

Oppgave 7

a) Finn medianen i dette datamaterialet, som viser antall bgker noen tilfeldige elever hadde
lesti2012: 6,2,1,0,4,1,7,0, 3.

b) Finn medianen i dette datamaterialet, som viser antall fraveersdager for noen elever: 2, 4, 0,
0,1,23,1,4,1,2,0.

Hvis datamaterialet er ordnet i en frekvenstabell, er medianen den minste dataverdien hvor
den relative kumulative frekvensen er stgrre enn eller lik 50 %.

Karakter | Frekvens | Kumulativ frekvens | Relativ kum. fr.
1 9 9 18 %
2 17 26 52 %
3 10 36 72 %
4 8 44 88 %
5 5 49 98 %
6 1 50 100 %

Her er medianen lik 2.

4.3 Typetall

Typetallet i et datamateriale er den dataverdien som forekommer flest ganger (“er typisk for”)
| datamaterialet.

Eksempel 6
Typetallet i karaktereksemplet ovenfor er 2, fordi det er flest elever som har fatt 2 (17 elever).

Oppgave 8
Finn typetallet i datamaterialet i oppgave 1.
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5. Spredningsmal

Et spredningsmal er et tall som sier noe om hvor stor spredning det er pa tallene i et
datamateriale.

5.1 Variasjonsbredde

Det enkleste spredningsmalet er variasjonsbredde.

Variasjonsbredden i et datamateriale er forskjellen mellom stgrste og minste verdi i
materialet.

Eksempel 7
| oppgave 7a hadde vi tallene 6, 2, 1, 0,4, 1, 7, 0, 3, som var antall leste bgker i 2012. Starste

verdien er 7 bgker og minste er 0 bgker. Variasjonsbredden er 7 bgker — 0 bgker = 7 bgker.

Oppgave 9
Atte jenter lgper 100 m. Tidene i sekunder er 15,6 17,8 14,4 18,2 16,3 14,9 15,8 17,1.
Finn variasjonsbredden.

5.2 Standardavvik

Ofte gir ikke variasjonsbredden et godt bilde av spredningen. For eksempel kan vi tenke 0ss
en 2P-gruppe hvor nesten alle elevene fikk karakter 3, mens en elev fikk 1 og en fikk 6. I en
annen gruppe fikk to elever 1, fire fikk 2, fem fikk 3, fire fikk 4, tre fikk 5 og to fikk 6.
Variasjonsbredden er 5 i begge gruppene, men det er likevel naturlig & si at det er mer
spredning i karakterene i den andre gruppen.

Standardavvik er et spredningsmal som sier noe om hvor “bred” en fordeling er. Det venstre
diagrammet nedenfor viser et datamateriale med lite standardavvik og det hgyre et med stort
standardavvik.

Den ngyaktige definisjonen av standardavvik er litt vanskelig, sa vi tar den ikke med her.
Heldigvis er det bare aktuelt 3 beregne standardavvik i del 2-oppgaver, og da kan vi gjare det
ved a bruke regnearket Excel slik det er forklart i neste delkapittel.
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w b~ U

O P N W &~ U0 O

2 -
4 1
I.II. jllll[
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Lite standardavvik. Stort standardavvik.

6. Beregning av sentralmal og spredningsmal i Excel

De sentral- og spredningsmal i 2P som kan vare aktuelle & beregne i Excel er gjennomsnitt,
median, typetall og standardavvik. Men husk at gjennomsnitt og median med enkle tall ma du
ogsa kunne beregne uten hjelpemidler.

Viktig: alle formler og kommandoer ma begynne med likhetstegn (=).

I.  Klikk pa cellen som skal inneholde sentralmalet og sett inn et likhetstegn (=).

II.  Skriv inn gnsket kommando med parentestegn: Gjennomsnitt(dataomrade) eller
Median(dataomrade) eller Modus(dataomrade), modus er det samme som typetall eller
STDAV.P.(dataomrade), standardavvik.

1. Bruk musepekeren og marker dataomradet til kommandoen og trykk Enter.

HIEM SETT INN =SIDEOPPSETI' FORMLER DATA SE GJENN( L4 Ikonet fx pé' Verktzylinjen er en hurtigfunksjonl Da-

%

. g far du likhetstegn inn i cellen. Og tilgang pa alle
Excel kommandoer i et nytt vindu.

slennon. 7] + [ X e Vi kan bytte mellom & se formler og beregninger i

Antall fraveersdager Antall elever EXC8| VEd é taSte (Ctrl + \). ApOStl‘Ofe = (Shlft +

Lim

. : 5 tasten bak pluss) eller Velg fane-formler deretter
. : : verktayikon-Vise formel.
; : . e Pdaen prgve ma du legge ved utskrift av bade
Z Gjennfmsm@ resultater og formler med navn pa rader og pa
kolonner.
Eksempel 8

Vi har malt hgyden til 7 jenter. Haydene i cm er: 177,164, 170, 168, 172, 161, 169.

Bildet under viser hvordan vi finner medianen, gjennomsnittet og standardavviket til disse
hgydene i Excel. Til venstre ser vi formlene som ma skrives inn og til hgyre hvordan
resultatene blir.
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A B
1
2 Hayde i cm
3 177
4 164
5 170
6 168
7 172
8 161
9 169
10
11 |Antall: = ANTALL(B3:B9)
12 |Gjennomsnitt: =GJENNOMSNITT(B3:B9)
13 |Standardawvik: =STDAV.P(B3:B9)
14 |Median: =MEDIAN(B3:B9)

WO oo | =1 |on jun | s |

=
RS

13
14

Hawde i cm
177
164
170
168
172
161
169

Antall: 7
Gjennomsnitt: 168,7
Standardavvik: 4.8
Median: 169

Formelen for antall i B11 trenger vi egentlig ikke her. Den er bare tatt med for a vise at Excel
lett kan telle opp antall celler i et omrade; her antall hgyder.

7. < Klassedelt (gruppedelt) materiale

Nar det er mange ulike dataverdier er det upraktisk a ta med alle i en frekvenstabell. Et
eksempel er inntektsstatistikk hvor inntekten kan ha tusenvis av forskjellige verdier. Da
grupperer vi verdiene i klasser (grupper) og finner frekvensen for hver klasse.

Her er et eksempel pa en klassedelt frekvenstabell som viser inntekten til lsnnsmottakerne i
en tenkt kommune. Inntektene er oppgitt i tusener av kroner.

Inntekt Frekvens
[0, 100> 467
[100, 200> 678
[200, 300> 1490
[300, 400> 2653
[400, 500> 3785
[500, 750> 4106
[750, 1000> 987
[1000, 5000> 45
N = 14211

Dette betyr for eksempel at det var 678 lgnnsmottakere som hadde en inntekt fra og med
100 000 kr og inntil 200 000. En inntekt pa ngyaktig 200 000 kr faller i neste klasse, nemlig
[200, 300>. Nederst i frekvenstabellen har vi regnet ut det totale antall lannsmottagere (N).

Legg merke til alle klassene ikke behgver a ha samme bredde. Bredden til klassen [300, 400>
er 100, mens klassebredden til [1000, 5000> er 4000.

Kapittel 4. Statistikk

Side 158




7.1 Gjennomsnitt i klassedelt materiale

Fordi vi ikke kjenner alle verdiene i et klassedelt materiale, gar det ikke an a finne en ngyaktig
verdi for gjennomsnittet. Det beste vi kan gjare er a anta at alle verdiene i en klasse er lik
verdien midt i klassen. Da utvider vi tabellen og regner slik:

Inntekt Frekvens f Midtpunkt Xm X - f
[0, 100> 467 50 23350
[100, 200> 678 150 101700
[200, 300> 1490 250 372500
[300, 400> 2653 350 928550
[400, 500> 3785 450 1703250
[500, 750> 4106 625 2566250
[750, 1000> 987 875 863625
[1000, 5000> 45 3000 135000

N =14211 Sum = 6694225

Gjennomsnittet blir da 6694225 : 14211 = 471, som tilsvarer 471 000 kr.

W72 Median i klassedelt materiale

Heller ikke medianen er det mulig a finne ngyaktig i et klassedelt materiale. For & finne en
tilnaermet verdi lager vi farst en tabell som viser kumulativ frekvens:

Inntekt Frekvens Kumulativ
frekvens

[0, 100> 467 467

[100, 200> 678 1145
[200, 300> 1490 2635
[300, 400> 2653 5288
[400, 500> 3785 9073
[500, 750> 4106 13179
[750, 1000> 987 14166
[1000, 5000> 45 14211

N = 14211

Hvis alle inntektene var ordnet i stigende rekkefglge, ville medianen veere inntekten pa plass
nr. 14212 : 2 = 7106 . Vi ser av kolonnen med kumulativ frekvens at denne inntekten ligger i
klassen [400,500>. For & beregne en best mulig verdi for medianen ma vi anta at alle de 3785
inntektene i denne klassen ligger jevnt fordelt innenfor klassen.
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Eksamensoppgaver statistikk

El
(Eksamen var 2010, Del 1)

| fjor kom alle elevene i en matematikkgruppe opp til eksamen i 2P. De
oppnadde disse resultatene:

1,6,54,3,2,5,5,2,4,2,2,6,4,3,3,5,4,4,5

1) Lag en tabell som viser frekvens og kumulativ frekvens.
2) Finn medianen og gjennomsnittet for datamaterialet.

E2
(Eksamen hgst 2016, Del 2, 6p)

Klasse 2A har hatt matematikkprgve. De 15 elevene i klassen fikk disse poengsummene:

31 8 24 9 24 14 26 13
26 4 13 27 12 20 28
a) Bestem gjennomsnittet og medianen for poengsummene.

Pastand 1: Gjennomsnittet er 7,0 % lavere enn medianen.
Pastand 2: Medianen er 7,5 % hgyere enn gjennomsnittet.

b) Avgjgr om hver av pastandene ovenfor er riktige.
C) Bestem standardavviket for poengsummene.

15 elever fra klasse 2B har hatt samme prgve. | denne klassen ble gjennomsnittet for
poengsummene 18,6 og standardavviket 5,9.

d) Hva kan du si om poengsummene i 2B sammenliknet med poengsummene i 2A?
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E3
(Eksamen hgst 2016, Del 1, 3p)

Tabellen nedenfor viser hvor mange poeng hver av de 30 elevene i en 2P-gruppe fikk pa en
matematikkprave.

Poeng Antall elever
(frekvens)
[0,5) 4
[5,10) 12
[10,15) |10
[15,20) | O
[20,25) |4

a) Bestem gjennomsnittet for det klassedelte datamaterialet.

Per var en av elevene som hadde prgven. Han fikk 10 poeng og pastar at han var blant den
beste halvdelen av elevene.

b) Kan Per bruke medianen for datamaterialet til 2 begrunne pastanden sin?

E4
(Eksamen var 2011, Del 1)

Nedenfor ser du hvor mange mal som ble scoret i fotballkampene mellom
Rosenborg og Brann i Eliteserien i arene fra 2005 til 2009:

5504352022

1) Finn gjennomsnittet og medianen for dette datamaterialet.

2) Sett opp resultatene i en tabell. Tabellen skal vise frekvens og kumulativ
frekvens.

3) Hva er den kumulative frekvensen for to mal, og hva betyr dette?

ES
(Eksamen var 2016, Del 1)

Dato | Temperatur
01.03 2°C
02.03 0°C
03.03 -4 °C
04.03 -6 °C
05.03 2°C
06.03 6°C

Guro malte temperaturen utenfor hytta de farste seks dagene i mars. Se tabellen ovenfor.

Bestem variasjonsbredden, gjennomsnittet og medianen for temperaturmalingene.
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E6
(Eksamen hgst 2016, Del 1, 4p)

Sondre solgte frukt og grannsaker pa torget 20 lgrdager i lgpet av 2016. Hver av de 20
Igrdagene skrev han opp hvor mange kunder han hadde. Han laget ogsa en tabell. Tabellen ser
du nedenfor, men her mangler noen av tallene Sondre satte inn.

Antall kunder Frekvens Relativ frekvens Kumulativ frekvens
[0, 50) 0,05
[50,100) 6
[100, 150) 8
[150, 200) 20

a) Tegn av tabellen ovenfor, og fyll inn tallene som mangler.
Gjer beregninger eller forklar hvordan du tenker.

Nedenfor ser du listen der Sondre har skrevet opp hvor mange kunder han hadde hver av de
20 lgrdagene. Tre av tallene er skjult under flekker.

116 100 ‘ 125 185 125 150 ‘ 60 75

120 50 140 175 . 88 133 96 105 169

b) Foresla tre mulige tall som kan std under de tre flekkene slik at de 20 verdiene ovenfor
gir resultatene i tabellen.

E7
(Eksamen hgst 2012, Del 1)

Alle som gar pa tur til Pollfjell, skriver navnet sitt i boka som ligger
i postkassen pa toppen av fjellet. Nedenfor ser du hvor mange som
har skrevet seg inn i boka hver uke de 12 siste ukene.

6 12 20 4 10 155 12 8 12 18 10

Bestem gjennomsnittet, medianen, typetallet og variasjonsbredden
for dette datamaterialet.
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ES8
(Eksamen var 2012, Del 1)

Antall Antall
datamaskiner elever

1 3

2 4

3 3

4 6

5 2

6 2

20 elever blir spurt om hvor mange datamaskiner de har hjemme. Se tabellen ovenfor. Finn
variasjonsbredden, typetallet, medianen og gjennomsnittet.

E9
(Eksamen hgst 2016, Del 2, 2p)

Tid brukt pd ulike massemedier en glennomsnittsdag

» R
Papiraurser - 16
Ukeblade I;
a 0 an &0 B0 100 120 140

Mlbriuttes

Diagrammet ovenfor viser hvor mange minutter personer i Norge brukte pa ulike
massemedier en gjennomsnittsdag i 2015.

Lag et sektordiagram som viser hvor stor andel av tiden som ble brukt pa hvert av de ulike
massemediene.
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E10
(Eksamen hgst 2012, Del 2)

Ar 1986 | 1987 | 1988 | 1989 | 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996
Antall 1 2 4 10 9 6 4 9 11 11 4
kamper
per ar

Antall 0 0 2 3 3 2 0 5 1 4 0
mal
per ar

Tabellen ovenfor viser hvor mange landskamper Jan Age Fjgrtoft spilte, og hvor

mange mal han skaret per ar i perioden 1986-1996.

a) Hvor mange mal skaret Fjgrtoft i gjennomsnitt per kamp i denne perioden?
| hvilket ar skaret han flest mal per kamp?

b) Tegn av tabellen nedenfor i besvarelsen din, og fyll inn tallene som mangler.
Hva er den kumulative frekvensen for to mal per ar, og hva forteller dette svaret?

Antall omél Frekvens Kumulativ
per ar frekvens

0

1

2

=

4

=
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Ell

(Eksamen var 2013, Del 2)

a) Lag et sektordiagram som illustrerer opplysningene gitt i tabellen ovenfor.

Stortinget ved starten av perioden 2009-2013

Parti Antall representanter
Arbeiderpartiet 64
Fremskrittspartiet 41

Hoyre 30
Sosialistisk Venstreparti 11
Senterpartiet 11

Kristelig Folkeparti 10

Venstre 2

Stortinget ved starten av perioden 2009-2013

Parti Antall kvinner Antall menn
Arbeiderpartiet 32 32
Fremskrittspartiet 10 31
Hoyre 9 21
Sosialistisk Venstreparti 3 8
Senterpartiet 7 4
Kristelig Folkeparti 4 6
Venstre 2 0

b) Lag et passende diagram som illustrerer opplysningene gitt i tabellen ovenfor.
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E12
(Eksamen hgst 2008, Del 2)

Lengdehopp er en gren av friidrett som gar ut pa a hoppe sa langt man kan i et hopp. |
konkurranser har man som regel tre hopp, der det beste hoppet teller.

Anna og Petra konkurrerer om a kvalifisere seg til lengdehoppkonkurransen i et
friidrettsstevne. De far ti hopp hver, og den beste av dem er kvalifisert til konkurransen. Her
er resultatene (oppgitt i meter) fra kvalifiseringen:

Hopp [ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
Anna | 510 | 545 | 592 | 410 | 523 | 532 | 589 | 491 | 437 | 5,42
Petra | 544 | 580 | 567 | 574 | 572 | 504 | 573 | 553 | 559 | 583

a) Finn gjennomsnitt og median for hver av de to jentenes resultater.

b) Finn variasjonsbredde og standardavvik for hver av de to jentenes resultater.

C) " Foreta en vurdering av jentenes resultater og det du fant i a) og b), og argumenter for
hvem du synes skal bli kvalifisert.

E13
(Eksamen hgst 2010, Del 2)

| klasse 1A er det 12 jenter og 12 gutter. Nedenfor ser du hvor mange timer de bruker pa
lekser hver uke.

Jentene: 7,5,5,7,7,6,8,8,5,4,6,10

Guttene: 2,5,6,7,9,6,4,9,12,2,13,3

Bruk ulike sentral- og spredningsmal og gjer rede for hva dette datamaterialet viser om
jentenes og guttenes arbeidsvaner i denne klassen.
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E14
(Eksamen var 2012, Del 2)

Phuket (Thailand) Antalya (Tyrkia)

o 30
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Ovenfor ser du linjediagram som viser gjennomsnittstemperaturen per maned ved

to kjente feriesteder.
a) Bruk diagrammene og lag en tabell som viser gjennomsnittstemperaturen
per maned for hvert av de to stedene Phuket og Antalya.

b) 1) Finn gjennomsnittstemperaturen per ar for hvert av de to stedene.
2) Finn standardavviket for temperaturene i a) for hvert av de to stedene.

Jon pastar at det er godt samsvar mellom diagrammene og resultatene fra b).

Asbjarn er enig, men mener at diagrammene lett kan tolkes feil.

c) U Forklar hvorfor diagrammene lett kan tolkes feil.
Hvordan kunne diagrammene veert laget for 4 unnga dette?
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E15
(Eksamen var 2010, Del 2)

Antall Totalvekten av | Gjennomsnittsvekten
Ar
laks laksen (kg) for laksen (kg)

2000 3447 14550 4,22
2001 5694 24218 4,25
2002 3142 1) 5,51
2003 4401 22425 5,10
2004 2928 17979 2)

2005 5783 28144 4,87
2006 6507 26695 4,10
2007 3555 21074 5,93
2008 4782 28903 6,04
2009 3916 24361 6,22

Tabellen ovenfor viser hvor mange laks, totalvekten av laksen og gjennomsnittsvekten for
laksen som er fanget i elva Gaula i Sgr-Trgndelag de siste ti arene.
a)  Hvilke tall skal sta i tabellfeltene som er merket 1) og 2)?

b)  Lag et passende diagram som viser hvor mange laks som er fanget i Gaula per ar de siste

ti &rene.

c) Finn gjennomsnittet av og standardavviket for totalvekten av laksen fanget i Gaula per ar

de siste ti arene.
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El6

(Eksamen hgst 2011, Del 2)

a)  Finn median, gjennomsnitt og standardavvik for tallmengden:

2 5 21 15 17 5

9

19

Vi dobler alle tallene i tallmengden og far:

4 10

42 30 34

10 14

10 18 38 20 28 14 6

7 3 2 11

13

b)  Finn median, gjennomsnitt og standardavvik for denne tallmengden.

Sammenlikn med resultatene fra a) og kommenter.

Berit far en idé og setter opp tabellen nedenfor.

4 22 26

Tallmengde 1

15 tall

21

15

17

19

10

14

11 13

Tallmengde 2
De 15 tallene
doblet

10

42

30

34

10

18

38

20

28

14

22| 26

Tallmengde 3
De 15 tallene
tredoblet

15

63

45

o1

15

27

57

30

42

21

331 39

Tallmengde 4
De 15 tallene
firedoblet

20

84

60

68

20

36

76

40

56

28

12

44 52

Hun beregner median, gjennomsnitt og standardavvik for hver av tallmengdene og péstar at
hun har funnet regler som sier noe om hvordan medianen, gjennomsnittet og standardavviket
endrer seg nar tallene i en tallmengde dobles, tredobles, firedobles osv.

C) &’ Formuler disse reglene, og gi en begrunnelse for at de er riktige.
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E17
(Eksamen hgst 2012, Del 2)

Nr Resultat Utever Land Verdensdel
1 847  Christian Reif M Tyskland Europa
2 8,46 Dwight Phillips = USA Nord-Amerika
3 840 Fabrice Lapierre Bl Australis Oceania
4 8,35 Alain Bailey Pxi Jamaica Ser-Amerika
5 8,33 Chris Noffke Australia Oceania
6 8,30 Irving Saladine i! Panama Ser-Amerika
7 827  Ndiss Kaba Badji Bl senegal Afrika
8 8,27 Eusebio Céceres : Spania Europa
9 8,25 Pavel Shalin B Russland Europa
10 824  Salim Sdiri B B Frankrike Europa
11 8,24 Kafétien Gomis I I Frankrike Europa
12 8,23 Godfrey Khotso Mokoena - Sor-Afrika Afrika
13 8,23 Christopher Tomlinson % England Europa
14 822  Tommi Evila == Finland Europa
15 822  Tyrone Smith Bermuda Sor-Amerika
16 822  Greg Rutherford S England Europa
17 821  Morten Jensen BEE Danmark Europa
18 8,20  Wilfredo Martinez BE= cubs Ser-Amerika
19 8,20 Trevell Quinley 5 USA Nord-Amerika
20 8,19 Christian Taylor 5 UsSa Nord-Amerika

Ovenfor ser du verdensstatistikken fra 2010 for gvelsen lengdehopp for menn.

a) Lag et sektordiagram som viser hvordan de 20 utgverne fordeler seg mellom de ulike
verdensdelene.
b) Finn gjennomsnittslengden og standardavviket for resultatene til de 20 utgverne.

Sondre har funnet resultatene for utgverne som star som nummer 21-40 pa verdens-
statistikken. Standardavviket for resultatene til disse 20 utgverne er tilnaermet lik 0,0258.

S
C) @ Hva forteller dette om resultatene til utaverne som star som nummer 2140,
i forhold til resultatene til de 20 beste utgverne?
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E18
Eksamen var 2012, Del 2)

En dag gjorde klasse 1A et forsgk i naturfagtimen. Seks elever slapp hver sin stalkule fra 1 m
hgyde og malte tiden det tok fer kulen traff bakken. Resultatene ser du i tabellen nedenfor.

Elev 1 2 3 4 5 6
Tid (sekunder) | 0,46 | 0,45 | 0,47 | 0,44 | 0,52 | 0,46

a) Bestem gjennomsnittet og standardavviket for maleresultatene.

Klassen la merke til at elev nummer 5 malte en sterre falltid enn de andre. Mange mente at
dette resultatet matte skyldes malefeil, og at det derfor burde forkastes.

Da ga fysikklaerer Stram dem denne regelen:

«Nar vi har seks malinger, kan vi forkaste et maleresultat dersom det ligger mer
enn 1.4 standardavvik fra gjennomsnittet.»

\/:: . 0 - i
b) 7 Finn ut om méleresultatet til elev nummer 5 kan forkastes dersom vi bruker regelen
ovenfor.

C) < Bestem gjennomsnittet og standardavviket for de fem andre maleresultatene.
Hvordan har gjennomsnitt og standardavvik endret seg? Virker dette rimelig?
Forklar.

E19
(Eksamen var 2013, Del 1)

En kveld kjerte en taxisjafar 10 turer.

Nedenfor ser du hvor mange passasjerer han hadde med pa
hver av turene.

1 533521412
a)  Bestem medianen, gjennomsnittet og typetallet for dette datamaterialet.

b)  Sett opp en tabell som viser frekvens og kumulativ frekvens for antall passasjerer pa
turene.
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E20
(Eksamen var 2013, Del 2)

Tabellene nedenfor viser resultatene for de atte beste utgverne pa 1500 m skayter for
menn under OL i 1968 og under OL i 2010.

0L 1968
Plass Utgver Land Tid (sekunder)
1 Kees Verkerk = Nederland 1234
2 Ivar Eriksen = Norge 1250
2  Ard Schenk = Nederland 1250
4 Magne Thomassen = Norge 1251
5 Johnny Hoglin BE Sverige 1252
6 Bjern Tveter H= Norge 1252
7 Svein-Erik Stiansen 3= Norge 1255
8 Eduard Matusevitsj Bl Sovietunionen 1261
0L 2010
Plass Utgver Land Tid (sekunder)
1 MarkTuitert == Nederland 105,57
2 Shani Davis E UsA 106,10
3 Havard Bokko 5= Norge 106,13
& Ivan Skobrev mm Russland 106,42
5 Mo Tae-bum . HKorea 106,47
6  Chad Hedrick B UsA 106,69
7 Simon Kuipers == Nederland 106,76
8 Mikael Flygind Larsen B Norge 106,77

a) Hvor mange prosent sank vinnertiden med fra 1968 til 2010?
b) Bestem gjennomsnittstiden for de atte beste i 1968 og for de atte beste i 2010.
c) Bestem standardavviket for de to tallmaterialene.

Hvorfor er standardavviket stgrre i 1968 enn i 2010?

E21
(Eksamen var 2011, Del 1)

| en 2P-gruppe er det 10 elever. Lareren har undersgkt hvor mye tid elevene bruker pa
matematikkleksene i lgpet av en uke.

Resultatene er gitt i tabellen nedenfor.

Antall minutter Antall elever
[0,30) 1
[30,60) 3
[60,120) 5
[120,240) 1

Finn gjennomsnittet for dette grupperte datamaterialet.
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E22
(Eksamen hgst 2012, Del 1)

Tabellen nedenfor viser hvor mye penger hver av de 10 elevene i en 2P-gruppe bruker i

kantinen i lgpet av en uke.

Kroner Antall elever

[0,50) 1
[50,100) 5
[100,150) 1
[150,200) 3

Gjer beregninger og avgjgr om gjennomsnittet er starre enn medianen for dette

datamaterialet.

Kapittel 4. Statistikk

Side 173



E23

(Eksamen var 2011, Del 2)

Politiet har gjennomfart fartskontroller pd to veistrekninger. Den ene veistrekningen har
fartsgrense 50 km/h og den andre 80 km/h. Nedenfor ser du resultatene fra hver av de to

kontrollene.
Fartsgrense Fartsgrense
50 km/h 80 km/h
Fart Antall biler Fart Antall biler
[45,50) 25 [70,75) 7
[50,55) 26 [75,80) 43
55,60) 23 [80,85) 17
[60,65) 3 [85,90)
[65,70) 2 [90,95)
[70,75) 1 95,125)

a)  Presenter dataene fra tabellene ovenfor i hvert sitt stolpediagram.

b) & Hvor mange prosent av bilfgrerne kjarer 10 % eller mer over fartsgrensen i hver
av de to kontrollene?

c) Finn gjennomsnittsfarten til bilene i hver av de to kontrollene.

d) Hvor mange prosent over fartsgrensen er gjennomsnittsfarten til bilene i hver av de to
kontrollene?

e) o/ Bruk svarene i a), b), ¢) og d) til & vurdere om bilfgrerne kjarer mest lovlydig

pa veistrekningen med fartsgrense 50 km/h eller pa veistrekningen med fartsgrense
80 km/h.

E24
(Eksamen var 2012, Del 1)

Nedenfor ser du hvor mange tekstmeldinger hver av de 20 elevene i en 2P-gruppe sendte
i lgpet av en uke:

4 88 69 21 66 8 16 57 86 21 37 22 78 27 28 44 42 71 82 95

1)  Grupper datamaterialet i klasser med bredde 20. La den farste
klassen starte med O.

I hvilken klasse ligger medianen?

2)  Finn gjennomsnittet i det klassedelte materialet.
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E25

(Eksamen var 2013, Del 1)

Tabellen nedenfor viser inntektene til personene i et borettslag.

Bestem gjennomsnittsinntekten til personene i borettslaget.

E26

Inntekt (i 2000 kroner) Antall
personer
300, 400) 20
[400. 500) 20
500, 700) 10

(Eksamen hgst 2011, Del 1)

Politiet har gjennomfart en fartskontroll i 30 km-sonen utenfor skolen.
Resultatene er gitt i tabellen nedenfor.

Fart (km/h) Antall biler
[20,30) 20
[30.40) 20
[40.50) 10

Finn gjennomsnittsfarten.

E27

(Eksamen var 2008, Del 2)

Sone

30

Et nytt leilighetskompleks, UTSIKTEN, er fylt opp med nye beboere. En oversikt viser
fglgende aldersfordeling:

Alder 0-19 ar 20-39 ar 40-59 ar 60-79 ar
Frekvens 17 29 51 23
a) Hvor mange personer bor i leilighetskomplekset?
b) Tegn et sgylediagram som viser aldersfordelingen.
c) Forklar hvorfor medianen ma ligge i intervallet 40-59 ar.
d) Regn ut gjennomsnittsalderen ut fra det klassedelte materialet.
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E28
(Eksamen 2P-Y var 2015, Del 1)

Alder Frekvens
[20,30) 10
[30,40) 20
[40,50) 30
[50,70) 40

Tabellen over viser aldersfordelingen for leererne ved en skole.

a) Bestem gjennomsnittsalderen for leererne ved skolen.
b) Lag et histogram som viser aldersfordelingen for lzererne.

c) Utvid tabellen med en kolonne som viser relativ frekvens og en kolonne som viser
kumulativ frekvens

E29
(Eksamen 2P-Y hgst 2014, Del 1)

Frekvens
Klassebred de

254

24

154

0.5

0O 10 20 30 40 50 €0 70 80 90 100
Alder

Histogrammet ovenfor viser aldersfordelingen blant de besgkende pa en kinoforestilling.

a) Forklar at det var 30 besgkende mellom 30 og 50 ar.
b) Hvor mange prosent av de besgkende var mellom 0 og 10 ar?

c) Bestem gjennomsnittsalderen blant de besgkende.
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Fasit gvingsoppgaver statistikk

Oppgave 4 4,9 (5 datamaskiner) Oppgave 7a) 2b) 1,5
Oppgave 5 a) Nei b) Ja Oppgave 8 4
Oppgave 6 a) 33 b) 108 ¢) 3,3 Oppgave 9 3,8

Fasit eksamensoppgaver statistikk

El. 2) 4 3,75

E2 a) 18,6 20 b)Ja c) 8,28 d) Starre spredning i 2°, mer like i 2B

E3 a) gjennomsnittet er 10,5 poeng, b) ja

E4 1) 28 25

E5. Variasjonsbredde: 12 °C Gjennomsnitt: 0 °C Median: 1 °C

E6. a) fyll ut tabell b) ett tall mellom 0 og 49 inkludert begge tall, og to tall mellom 150 og
199 inkludert begge tall

E7 11,11,12,16

E8. 5, 4, 3,5, 33

E9 Sektordiagram

E10 a) 0,28 1993

E1l a) sektordiagram b) linjediagram
E12 a)5,17,5,28 , 5,61, 5,69 b) 1,82, 0,56, 0,79, 0,22 c) A har mer varierte resultater,
mens P er mer stabil, P bar delta
E13. Jenter: Median 6,5 Gjennomsnitt 6,5 Variasjonsbredde 6 Standardavvik 1,6
Gutter: Median 6 Gjennomsnitt 6,5 Variasjonsbredde 11 Standardavvik 3,5

E14 a)to tabeller bl) Phuket: 28,1°, Antalya: 18,4° b2) P: 0,7°, A: 6,5° Semomsninsempenuriphuietoghntalye
c) P viser temperaturer mellom 26 og 30 (liten forskjell i temperaturer), A

mellom 0 og 30 (stor forskjell i temperaturer). Kan bruke samme skala pa =

y-aksene for a kunne sammenlikne direkte d) Her ser vi tydelig hvordan

temperaturen svinger pa de to stedene: Py
E15 a) 17312 6,14 C) 22566 4576 co
E16. a) 10 10,2 5,99 b) 20 20,4 11,98

E17 b) 8,275 0,082

E18 a) 0,467 0,026 b)Ja c) 0,456 0,010

E19. a) 25 2,7 1

E20. a) 14,4 % b) 125,06 106,36 c) 0,71 0,39

E21. 78 min

E22. Gjennomsnitt 105 kr, median 95 kr.

E23. b) ca. 36,3 %, ca. 10,3 % c) ca. 53,4 km/h, ca. 81,2 km/h d) ca. 6,8 %, ca. 1,4 %

E24.1) [40,60> 2) 50

E25. 440 000 kr

E26 33 km/h

E27.a) 120 d) 43,3 ar

E28.a) 47 c) Relativ f: 10 %, 20 %, 30 %, 40 %. Kumulativ f: 10,30,60,100

E29. a) Arealet til sgylene tilsvarer frekvensen. A =20 - 1,5 = 30. b) 10 %. c) 34,5 ar
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Kapittel 5. Potensregning og tall pa standardform

Vannmolekyl HO

(2+1)=3

e

Qksygen

Hydrogen Hydrogen

Massen til et vannmolekyl:
0,000 000 000 000 000 000 000 000 03 kg

| potensregning skriver vi tall som potenser og forenkler uttrykk som inneholder potenser.

Standardform er en metode som er nyttig for raskt a kunne skrive tall som er mye starre enn 1
eller mye mindre enn 1. Du ma kunne potensregning for a forsta regning med standardform.

Dette kapitlet handler blant annet om:

e Betydningen av potenser som har negativ eksponent eller eksponent lik null.
e Hvordan vi raskt kan multiplisere og dividere potenser med samme grunntall.
e Hvordan vi beregner en potens med en annen potens som grunntall.

e Hva er standardform.

e Hvordan vi skriver om tall fra vanlig form til standardform.

e Hvordan vi skriver om tall fra standardform til vanlig form.

e Eksempler pa praktisk regning med tall pa standardform.

2_123=21242—3____2_{2—222_—_2D

i 5 1 ! Tre plasser
Fhg Ll g o
o= ’ | 0,0064 = 6,4-0,001 =

; : 6,4 3 . .
" ; : == . <= Tre plasser 10 i - tredje potens
fg2.p5_93 p.pr=28 p20= qpr 0T

-Qg:af 8= 9 32 - K= 32

B
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Mal for kapittel 5. Potenser og

tall pa standardform

Kompetansemal

Mal for opplaringen er at eleven skal kunne

regne med potenser og tall pa standardform med positive og negative eksponenter, og
bruke dette i praktiske sammenhenger

Leeringsmal

Etter at du har arbeidet med dette kapittelet skal du sette kryss i de boksene som tilhgrer de
leeringsmalene du har oppnadd. Det er viktig at du er @rlig og at du ikke krysser i de boksene
som du fgler at du ikke kan. Pa den maten vet du pa hvilket omrade du ma forbedre deg.

Etter dette kapittelet vet jeg

N I B i

hva grunntall og eksponent er

hva eksponenten forteller meg om grunntallet

hvordan jeg multipliserer og dividerer potenser med samme grunntall
hvordan jeg kan bruke regnereglene for potenser

hvordan jeg skriver hele tall og desimaltall pa standardform

hvordan jeg skriver tall pa standardform som heltall og desimaltall

hvordan jeg multipliserer og dividerer tall pa standardform i ferdig oppsatte
regnestykker

Etter dette kapittelet kan jeg forklare

N O I O

hva som er hensikten med & bruke potenser i utregninger

hva som er forskjellen pa en positiv og en negativ eksponent

hvorfor potenser ma ha samme grunntall nar vi bruker potensregnereglene

hvorfor det er hensiktsmessig a skrive tall pa standardform

hva som kjennetegner et tall pa standardform

sammenhengen mellom multiplikasjon og divisjon med 10-ere og tall pa standardform

Etter dette kapittelet kan jeg vurdere og

0
0
[

bruke potenser i utregninger knyttet til praktiske situasjoner
bruke tall pa standardform i utregninger knyttet til praktiske situasjoner
sette opp et regnestykke med tall pa standardform ut i fra en tekst
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1. Hva er en potens i matematikken?

Ofte har vi bruk for & multiplisere et tall med seg selv to eller flere ganger. Da bruker vi en
kortere skrivemate slik som eksemplene under viser.

Eksempel 1

3.3=3?
X-X =X
4.4.4=4°

De tre hgyresidene er eksempler pa potenser.

| potensen 32 kalles 3 for grunntallet og 2 for eksponenten.

Eksponenten skal sta oppe til hgyre for grunntallet og skal skrives med mindre skrift enn
grunntallet. Det skal vere lett & se forskjell p& 32 og 32!

Advarsel: Du mé ikke blande sammen 32, som betyr 3-3 og er lik 9, med 3-2, som er lik 6!

Oppgave 1
Regn ut potensene uten kalkulator:

4, 2% 5, (-3, 5

Oppgave 2
Finn ut hvilken tast du ma bruke pa kalkulatoren og regn ut:

2,52, 123

2. Multiplisere potenser med samme grunntall

Hvordan kan du regne ut et produkt av to potenser med samme grunntall, f.eks. 3% -3*?
Det er ikke meningen at du skal regne ut hvilket tall dette blir, men skrive svaret som en ny
potens.

Dette er egentlig lett. Vi har et produkt med 2 tretall og et produkt med 4 tretall. Nar disse to
produktene multipliseres, ma det bli 2 + 4 = 6 tretall, slik:

32.3*=3.3-3-3-3-3=3°

Vi multipliserer to potenser med samme grunntall ved a legge sammen eksponentene.
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Eksempel 2

43 .45 =43+5 =48

5.54 =51+4 =55

32 ) 34 . 35 — 32+4+5 — 311
X3 X X2 — X5

Oppgave 3

Multipliser potensene og skriv svaret som en ny potens.
a) 62-63 b) 26-2%* ¢)10-10% d) a*-a?

3. Dividere potenser med samme grunntall

Divisjon av to potenser skriver vi nesten alltid med brgkstrek. Da kan vi bruke kunnskap om
brakforkorting for a utfgre divisjonen.

Eksempel 3

£ 44444 4.4.4

— =4.4-4=4
4? 44 1.1

Vi forkortet altsa bort 2 firetall slik at det ble igjen 5 — 2 = 3 firetall.

Nar vi dividerer to potenser med samme grunntall trekker vi eksponenten i nevner fra
eksponenten i teller.
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Eksempel 4

Oppgave 4
Divider potensene og skriv svaret som en ny potens.
5 65 54 ZB

a)§ b)EC)gd)E

Vi ma ofte bruke begge disse reglene i samme oppgave:

Eksempel 5
“4 e,
4 4

7 7

W0y

10°-10" 10

Oppgave 5

Skriv disse uttrykkene som en potens.
2°.2° 3° a*-a*

8 o b 33 c) 22
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4. Regne ut potens hvor grunntallet er en potens

(102)3er et eksempel pa en potens hvor grunntallet ogsa er en potens. Hvis vi tenker over hva

(102)3egentlig betyr, ser vi at

(107 )3 =10?-10?-10? =10%%"2 =10%2 =10°

Her ma vi altsa multiplisere de to eksponentene.

En potens av en potens regner vi ut ved a multiplisere eksponentene.

Du ma ikke blande sammen 102 -10% =10° 0g (102)3 =10°!

Oppgave 6
Gjer disse potensene enklere:

) () b (&) o (¥) o (@)

Na forenkler vi to uttrykk hvor vi ma bruke alle reglene for potensregning vi har lart hittil:

Eksempel 6
(34)2 P 3.3 31

4
(23) .92 _ 212 92 =2_14=29
2° 2° 2°

Oppgave 7
Gjer disse uttrykkene sa enkle som mulig.

A (42)-4 b &) o (&)

52 a’®

Kapittel 5. Potenser og tall pa standardform Side 183




5. Potenser hvor eksponenten er null eller negativ

4
| braken 5—4 er telleren og nevneren like store slik at denne brgken ma veere lik 1. Men hva far

vi ved & bruke regelen for divisjon av potenser? Jo:

5 L
§:544:50

5 ganget med seg selv null ganger kan ikke ha noen direkte mening, men hvis vi er sa smarte
at vi lar 5° bety 1, kan vi bruke potensregelen ogsé pa denne braken.

Viktig: Alle tall opphayd i null er lik 1!

a®=1 for alle tall a.

Advarsel: Du ma heretter aldri tro at 2° er lik 01! 2°=1! Derimot er 2-0 lik 0.

Oppgave 8
Hvor myeer a) 10° b) 6° <¢) (-1)° ?

4
Hva far vi hvis vi bruker divisjonsregelen pa brgken 5—6? Jo:

5¢ _ _
= =5"°=57% (duer vel klar over at 4 - 6 = -2 og ikke 2?)

4
Men dette svaret er heller ikke meningslgst. | bragken 5—6kan vi forkorte bort 4 femtall, og

sitter da igjen med 2 femtall i nevner. Det betyr at

5 5585 1 1

5 5.5585.55 55 5

Da gjar vi det geniale og sier at 52 skal bety lz P& samme mate har vi ogsa:
5
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Eksempel 7

]
4 S:F
11
10+- L

10°

o
a5_§
a‘“—i

an

a" betyr L for alle verdier av a (unntatt 0) og n.
an

Advarsel: Du ma heretter aldri tro at 102 = -20 eller at 23 = -6 eller -8!!

Av og til kan det vaere nyttig & merke seg at en potens med negativ eksponent under en
brakstrek, er lik en potens med positiv eksponent over brgkstreken. Da blir noen uttrykk
enklere a regne ut.

/'A’

\J Eksempel 8

4.3 4

(%JZ =(24)2 _ 942 _ 98

(I de to farste eksemplene skriver vi ikke brekstreken fordi vi far 1 i nevneren.)

Oppgave 9

Skriv om brgkene slik at det ikke blir noen potenser med negativ eksponent. \ 4

1 b 2_6 5_24 d 1 i
Vr V5 9 g d (Fj

Heldigvis virker alle potensreglene like bra ogsa for eksponenter som er null og negative:
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Eksempel 9

24 . 23 . 20 — 24+3+0 — 27

46 .4—2 — 46+(—2) — 46—2 — 44
6° (- "

F:63 (-2) :63 2:65
(10?) =107 =10°¢

(X3 )‘4 = 33 _ 12

Oppgave 10
Skriv disse uttrykkene som en potens.

6 -4 4
a) 5 b) 571-5% ¢) = d) -5

e) 27°

&7 6. Potensuttrykk med flere grunntall

I noen eksamensoppgaver forekommer det potenser med to eller tre ulike grunntall. Da er det

to muligheter:

1. Ingen av grunntallene kan skrives som en potens av et av de andre grunntallene

Da bruker vi potensreglene pa hver av potensene som har ulike grunntall.

Eksempel 10

3.2°.3%.27=2%2.3"(% =2°.37

421'5?; _ 47D 534 _ g3 .5t

4.5

Oppgave 11

Gjar disse uttrykkene sa enkle som mulige:
8) 5455742 p) T
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2. Etteller flere av grunntallene kan skrives som en potens av et annet grunntall

Eksempel 11
Det ser ved farste gyekast ikke ut som om uttrykket 4.2°kan skrives som én potens.

Men fordi 4 = 22 gar det likevel:

4.2°=22.2°=2°

Det kan veere nyttig dse at 4 =22, 8=2% 16=2% 9=3% og 27=3%

Oppgave 12
Gjar disse uttrykkene sa enkle som mulige.

a)2*-4 b) 8:272 ¢) — d) 9-32 g) 42.23

2-3

Slike omskrivinger far du bruk for i noen av eksamensoppgavene i potensregning.

7. Potens hvor grunntallet er et produkt eller en brgk

Eksempel 12
| potensen (2x)* er grunntallet et produkt av faktorene 2 og x. Dette kan vi skrive uten

parenteser slik:
(2x)3=2x-2x-2x=2-x-2-x-2-x =23x3

Pa lignende mate har vi at

R —

Oppgave 13
Skriv disse uttrykkene uten parenteser. Du behgver ikke ta med mellomregninger slik som det
er gjort i eksemplene ovenfor.

S

4 32 21 -1\3 \.\‘11_2
a) (38)" b) [Ej ¢) (a*?) d) [Z)
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8. En smart mate a skrive store og sma tall pa

| blant annet naturvitenskap og gkonomi dukker det ofte opp sveert store eller sveert sma tall.
For eksempel er avstanden fra jorda til sola 150 000 000 000 meter og massen til et elektron
er 0,00000000000000000000000000000091 kg. Ved a bruke potenser av 10 kan vi skrive
slike tall mye raskere og mer oversiktlig.

8.1 Tall som er stgrre enn 1

Eksempel 1
100 000=1-10°

300 000 = 3-10°
340000 =3,4-10°
368 200 =3,682-10°

Hvis du ikke med en gang ser at det blir slik, kan du tenke deg et komma bak farste siffer i
tallet du skal skrive om, og sa telle antall siffer bak dette kommaet for a finne eksponenten i
tierpotensen. Prgv!

Vi har her skrevet tallene pa standardform. I praksis skriver vi sjelden tall som er mindre enn
1 million pa standardform.

Et tall pa standardform er et tall mellom 1 og 10 multiplisert med en potens av 10.

Oppgave 14

Skriv tallene pa standardform.

a) 100 b)10000 c¢) 20000 d) 21000 e) 21640 f) 820000000 g) fire millioner
h) 75 milliarder i) 12 j) 1 k) 6,4

Tallet 24.10%er ikke skrevet pa standardform fordi 24 er stgrre enn 10 (se definisjonen av
standardform ovenfor). Skal det veere pa standardform, ma det sta 2,4 foran tierpotensen. Vi
kan skrive om tallet slik at det blir pa standardform:

24-10*=2,4-10-10* = 2,4 - 10°

Her er et annet eksempel pd omskriving til standardform hvor vi bruker at 0,45 = 4,5 1—10 =
4,5-1071:
0,45-10°=4,5-10"1-10° = 4,5-10°

Oppgave 15
Skriv om tallene slik at de er pa standardform.
a) 60-10° b)46-10® ¢)450-10° d)0,6-10° ¢)0,055- 107

Du ma ogsa kunne skrive tall som er pa standardform om til vanlig form.
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Eksempel 2

6-10° = 6-1000 = 6000
6,7-10° =6,7-1000 = 6700
8,01-10° = 8,01-100000 = 801000

Oppgave 16

Skriv disse tallene pa vanlig form.
a)2-10* b)2,5-10* c) 6,8-10°
8.2 Tall som er mindre enn 1

Du husker vel fra potensregningen at 102 betyr %?

Men % kan vi ogsa skrive som desimaltall:
1

P& samme maéte har vi

10" = % =0,1 (en null i desimaltallet)
% =0,001 (tre nuller i desimaltallet)

10° = % =0,000001 (seks nuller i desimaltallet)

10° =

Derfor kan vi ogsa skrive tall som er mindre enn 1 pa standardform ved & bruke tierpotenser
med negativ eksponent:

Eksempel 3

0,004=4-10
0,0046=4,6-10"°
0,00000582 =5,82-10°°
0,5=5-10"

Hvis du teller nullene i massen til vannmolekylet i starten av kapittelet vil du finne 1 null
foran komma og 25 bak. Da kan vi skrive dette veldig lite tallet mye mer oversiktlig:

0,000 000 000 000 000 000 000 000 03 = 3 - 10726
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Oppgave 17
Skriv disse tallene pa standardform.
a) 0,06 b)0,067 c¢)0,00005 d)0,0000563 e) 0,25

Tallet 35 - 10~* er ikke skrevet pa standardform fordi 35 er stgrre enn 10. Skal det veere pa
standardform, ma det sta 3,5 foran tierpotensen. Vi kan skrive om tallet slik at det blir pa
standardform:

35-1074=3,5-10-10"*=3,5-101*® =35.1073
Her er et annet eksempel:
04-10°5=4-10"1-105=4-10"1*5 =4.10"°

Oppgave 18
Skriv disse tallene pa standardform.
a)64-1073 b)250-1078 ¢)0,6-10"* d) 0,07 -10"1°
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9. Multiplikasjon og divisjon av tall pa standardform

9.1 Multiplikasjon

Eksempel 4
Hvis vi skal regne ut 4.10*-3-10~ kan vi multiplisere 4 med 3 og 10* med 107, slik:

4-10"-3-107 =4-3-10*-107 =12-10°=12-10-10°=1,2-10"

Legg merke til at vi til slutt skrev svaret pa standardform.

Oppgave 19
Regn ut og skriv svaret pa standardform.
a)2,5-10°-2-10"% b)2,5-10°-4-1072¢)2,5-1073-6-10"* d) 0,00008 - 5000000

9.2 Divisjon

Eksempel 5

4

2:10°

Huvis vi skal regne ut ma vi dividere 8 med 2 og 10* med 1073, slik:

8.10*
2107

4.104¥ =4.10"° = 4.10’

To eksempler til:
2,4 - 108

m — 0,8 . 108_6 — 0,8 . 108 = 800

(2,4:3,0er0,8 fordi 24:3=8))

1,8-10°°

T 0,9-10° =9.10".10%*=9-10"-10" =9-10 " =9-10° =9
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10. Praktisk regning med tall pa standardform

Her er noen eksempler pa praktisk regning hvor det er lurt & regne med tallene pa standard-
form.,

Eksempel 6

Det arlige forbruket av vann pa jorda er ca. 4,2 - 10> liter. Det er ca. 7-10° mennesker pa
jorda. Hvor mange liter vann blir dette per menneske? Skriv svaret pa standardform.

4,2-10° L

e 0,6-10"° L/menneske = 6-10™"-10° L/menneske = 6-10° L/menneske

Eksempel 7

Et atom har en diameter pa ca. 10" mm. Hvor mange atomer kan ligge etter hverandre pa
1 mm?
10" (ti millioner)

mm
Svar: 107 mm

Eksempel 8

Massen til et vannmolekyl er ca. 3.102° kg.1 liter vann har en masse pa omtrent 1 kg. Hvor
mange vannmolekyler er det i 1 liter vann?

1kg

m ~ 0,3'1026 :3'1025

Oppgave 20

De starste harddiskene til en vanlig PC var i 2014 pa 4 TB. 1TB = 1 Terabyte = 102 byte. En
lang bok uten bilder krever ca. 2 MB ndr den lagres som tekst. IMB = 1 Megabyte = 10° byte.
Hvor mange bgker er det plass til pa den store harddisken?

Oppgave 21

a) DNA-molekylene i en menneskecelle har en samlet lengde pa ca. 0,05 m hvis de tenkes
strukket helt ut. I et menneske er det ca. 10 000 milliarder celler. Hva blir den samlede
lengden av alle DNA-molekylene i et menneske?

b) Sammenlign svaret med avstanden fra jorda til sola, som er 150 millioner km.
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Blandede oppgaver potenser og tall pa standardform

Bl
(Eksamen 2P hgst 2008, Del 1)

Skriv uttrykkene sa enkelt som mulig:

a) 3-(31—29)2—(5—32%)
b) (23)%-(271)3

B2

(Eksamen 2P hgst 2009, Del 1)
2°.2"

Skriv sa enkelt som mulig: 5

B3
(Eksamen 2P var 2010, Del 1)
Regnut5—2%.(4—-3)3.273

B4
(Eksamen 2P var 2011, Del 1)

Regn ut

NEOWARY S
by & 7
B5
(Eksamen 2P hgst 2011, Del 1)
Regn ut
a) 8.2
3 2
by 2%.| 2
2 (3)
B6

(Eksamen 2P hgst 2012, Del 1)

Skriv sa enkelt som mulig

(a) -

a?.a’
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B7
(Eksamen 2P hgst 2012, Del 1)

Regn ut og skriv svaret som et helt tall
a) (23)2 .20

y © [ij
3

B8

(Eksamen 2P var 2013, Del 1) &

Hvilken av de to brgkene A og B nedenfor har starst verdi?

15.5
A: 27
1
62-3-15
B9

(Osloprave 2P var 2013, Del 1) </

Gjer disse uttrykkene sa enkle som mulige:

2°.3%.27.3
2.3%

2 a—l

a)

3
b) a+ =

B10

(Osloprave 2P var 2013, Del 1) </

Ordne disse brgkene i stigende rekkefalge (slik at den minste star farst osv.).
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B11

(Eksamen 2P var 2013, Del 2) &

Petter vil sende en epost med en matematikkoppgave til to personer 1. januar. Anta at hver av
personene sender e-posten videre til to nye personer dagen etter, at hver av de fire som da far
den, ogsa sender den videre til to nye personer dagen etter at de mottok den, og at eposten
fortsetter & spres pa samme mate i dagene framover.

a) Hvor mange personer vil motta e-posten 6. januar?
b) Pa hvilken dato vil antall mottatte eposter pa én dag for farste gang bli sterre enn en
milliard?

B12
(Osloprgve 2P var 2013, Del 1)
Skriv disse tallene pa standardform: 1) 27 000 000 2) 0,000290

B13
(Eksamen 2P var 2008, Del 1)
Skriv tallet 2,46 - 10~* som desimaltall

B14
(Eksamen 2P hgst 2016, del 1, 1p)

Skriv tallene nedenfor pa standardform

26,3 millioner 16,5-1078
B15

(Eksamen 2P hgst 2016, del 1, 1p)
Regn ut og skriv svaret som desimaltall

3,5-108
7,0-105-0,5-10°

B16
(Eksamen 2P var 2009, Del 1)
Skriv sa enkelt som mulig: 2,0 - 10° - 8,4 - 10*

B17
(Eksamen 2P hgst 2009, Del 1)
Skriv tallene 32 000 000 og 0,000 678 pa standardform.

Kapittel 5. Potenser og tall pa standardform Side 196



B18
(Eksamen 2P var 2010, Del 1)
Regn ut og skriv svaret pa standardform

2.7-10°
3,0-10°

B19
(Eksamen 2P hgst 2010, Del 1)
Regn ut og skriv svaret pa standardform: 6,0 - 107 - 2,5- 1073

B20

(Eksamen 2P hgst 2011, Del 1)
Skriv pa standardform

1) 533 milliarder

2) 0,000 533

B21
(Eksamen 2P var 2012, Del 1)
Regn ut og skriv svaret pa standardform

5,0-10°-6,0-10°
2,5-10™

B22
(Eksamen 2P hgst 2009, Del 1)

Regn ut og skriv svaret pa standardform: 0,0003 - 0,00000015

B23
(Eksamen 2P var 2013, Del 1)
Regn ut og skriv svaret pa standardform: 0,075 - 2000000

B24

a\2
Regn ut (4'10 3) og skriv svaret pa standardform.

B25

(Eksamen 2P var 2012, Del 1)

| Norge er det ca 5 millioner innbyggere. Det norske oljefondet er pa ca 3000 milliarder
kroner.

Tenk deg at oljefondet blir delt likt mellom innbyggerne i Norge.

Omtrent hvor mye ville hver innbygger fatt?

Skriv svaret pa standardform.
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B26

(>

(Eksamen 2P hgst 2011, Del 1) W
-~ -~ ~
En fotball har en diameter pa ca. 20 cm. Omkretsen til jorda ¢ 9 ¢ 9 :9
V- :

ved ekvator er ca. 40 000 km. -
Vi tenker oss at vi legger fotballer langs ekvator rundt hele

jorda.
Omtrent hvor mange fotballer er det plass til?
Skriv svaret pa standardform.

B27

(Eksamen 2P var 2016, del 1)

Det er ca. 7,5 milliarder mennesker pa jorda. Anta at hvert menneske trenger 2 liter
drikkevann hver dag.

Omtrent hvor mange liter drikkevann vil da alle menneskene pa jorda til sammen trenge hver
maned? Skriv svaret i standardform.
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Fasit gvingsoppgaver potenser og tall pa standardform

Oppgave 1

16, 8, 25,9, 5

Oppgave 2

6,25 1728

Oppgave 3

a) 6> b) 210 ¢) 10* d) a®
Oppgave 4

a) 8 b) 6* ¢)5 d) z3
Oppgave 5

a) 27 b) 3 ¢) a°
Oppgave 6

a) 612 b) 810 ¢) x6 d) a8
Oppgave 7

a) 47 b) 5% c) a3
Oppgave 8

a)l1 b))l g1

Oppgave 9

a) 102 b) 2°.5° ) 5'2;-3“ d) 415

Oppgave 10
a) 39 b) 53 ¢) 107 d) 107 e) 2-12

Kapittel 5. Potenser og tall pa standardform

Oppgave 11
a) 45° b) 6°10°
Oppgave 12
a) 26 b) 2 c) 25 d) 3% e) 27
Oppgave 13
2
a) a* b) ) a%® d) 16
Oppgave 14
a) 1-10% b) 1-10* ¢) 2:10* d) 2,1-10*
e) 2,164-10* ) 8,2:108 g)4-10° h) 7,5-10%
i) 1,2-:10* j) 1-10° k) 6,4-1Q°
Oppgave 15
a) 6:10° b) 4,6-:10* c)4,5-108 d) 6:10*
e) 5,5-10°
Oppgave 16
a) 20000 b) 25000c) 6 800 000
Oppogave 17
a) 6:102 b) 6,7-102 ¢) 5-10°
d) 5,63-10° e) 2,5-10
Oppgave 18
a) 6,4-102 b) 2,5-10° ¢) 6:10° d) 7-102
Oppgave 19
a) 5-10° b) 1-10* ¢) 1,5-10° d) 4-102
Oppgave 20
2:10° baker
Oppgave 21
a) 5-10m b) 3,3 ganger avstanden til
sola!
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Fasit blandede oppgaver potenser og tall pa standardform

Bl
a) 16 b) 26 =64
B2

Bl6.

1,68-10 = 168 milliarder =
168 000 000 000

B17.

1) 3.2.107 2)6,78-10*
B1S.

9-10°

B15.

1,5-10°

B20.

1) 5331011 2)5.33-.10¢
B21.

1,2:1016

B22.

45101

B23.

1,5-10°

B24.

1,6-107

B25

6-10°

B26.

2-108

B27.

4.5- 101

Kapittel 5. Potenser og tall pa standardform
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