Eksamen R1 VAR 2007 Loesning

Delprove 1

Oppgave 1
a)

f(x) = x* % e*
flx) = (xz)' * €2 + x2 % (er)’ = 2x % ¢2 + x2 % 2% = 2xe¢¥ (1 + x)

b)
g(x)=x4—4x3
2 =% — @x*) =4x® — 4 % 3x? = 4x*(x - 3)
g =0 & 4x2x-3)=0 & 4’=0 vx-3=0 &©x €{0, 3}

gx)< 0= x<0 AN0<x<3
gx)>0 < x>3

Terassepunkt: (0, g(0) = (0, 0)
Bunnpunkt:(3, g(3) = (3, —27)

2" () = @x3) — (122 = 4 % 3x — 12 % 2x = 12x(x — 2)
F'0)=0 < 12x(x-2)=0 < 12x=0V x-2=0 <> x € {0, 2}

X <0 ©12x2-24x<0 & 0<x<2
gX)>0 ©12x2-24x>0 © x<0 A x>2

Vendepunkt:
Vendepunkt, = (0, g(0) = (0,0)
Vendepunkt, = (2, 8(2) = (2,—16)



60 4

Dette er ikke en skisse av grafen, men grafen er laget av dynamisk programvare for d illustrere hvordan

den bor se ut. Man skal ha med stasjonare punkter (bunnpunkt og terassepunkt) i tillegg til

nullpunkter.

X tx 2
x*-4 4-%
x2+x_ 2 x4x 2

xi+x

1

X+x

1

x2+x

T¥(+2) _ P42+

x-4 4-2x=(x+2)(x—2) A-x+2) (x+2)(x—2)——1(x—2)=(x+2)(x—2)+l(x—2)=(x+2)(x-2) x-2)*(x+2) -4



d)

Px)=x>+2x>—x—2
P)=13+4+2%12-1-2=3-3=0
P(1)=0 < Pkx) | (x-1)
C+2x2—-x-2) : x-1)= x2+3x+2
_(x3_x2)

3x2—-x—-2

—(3x% — 3x)

2x—2

-(2x—-2)

0

PR =x*+2x2—x—-2)=(x— 1% +3x+2)
E+3ax+2)=x 0+ D& 0+2)

Ser at c-leddet og b-leddet er positivt og sdledes far vi at :
2 +3x+2) =@+ 1D +2)

PR =x+2x2—x-2=@x—- 1D+ Dx+2)
Alternativt kan dette leses med abc-formelen:

Px)<0 << x—-Dx+1Dx+2)<0
Px) <0ndrx< -2 ognir -1 < x <1

Alternativt skrivemdte

Px) <0 < x €<+«,-2] A |-1,1]

D

F() =91 = [(t2 + 21), (%tz)'] = [2 #1271 2% 1 %171, % * 2 % t2"‘] = [2t + 2,1]

Fo=v@=a0=[+2), ®]=121]

2)

- = = - 4
v(r) L a(t)@v(t)*a(t)=0<=[21+2,t]*[2,1]=0®(2:+2)2+t*1=0®t=—§



£ AQBer en periferivinkel som spenner over buen AB

b)

I en likebeint trekant har to sider samme lengde i tillegg til at de to vinklene som star ovenfor de
likebeinte sidene er like store (grunnvinklene).

/\ POAer likebeint ettersom senteret O er det geometriske punktet som har like lang avstand fra punkter pa sirkelperiferien. Dermed far vi at
PO = OA = Radius

/\ POBer likebeint av samme grunn fordi PO = OB = Radius



o)

I /\ PQBer vinkelsummén:

£4PBO + £BPO + £POB = 180 < 2% £BPO + £ POB = 180 <= « POB = 180 —2 x 2 BPO
£ BOQ = 180 — 2 POB = 180 — (180" — 2 * « BPO) = 2 % £ BPO

I /A POAer vinkelsummen gitt ved:

LAPO+ £LAOP+ LPAO =180 < 2*x£LAPO+ £LAOP =180 < ZAOP =180 —2* £ AP(
ZLAOQ = 180° — 2 AOP = 180" — (180 —2 * £ APO) =2 x £ APO

Fra ¢) ser vi at sentralvinkelen er dobbelt sa stor som periferivinkelen som spenner over samme

buen. Eller sagt pa en annen mate: Periferivinkelen vil alltid vere halvparten sa stor som sentralvinkelen
som Spenner over samme bue:

periferivinkel

N =

1
£LBOQ =2 % £LBPO <> LBPO = 54 BPQ <= sentralvinkel =

1
2

1
LAOQ =2 % LAPO < LAPO = 54 AOQ < Periferivinkel = — sentralvinkel



Delprove 2

Oppgave 3

a)
a) Dette er en hypergeometrisk fordeling:

Antall elever=23
Gutter =9

Jenter = 14

Valg av lag: 6 elever

Uordnet utvalo uten tilbakelegging:

(3) * (5) _ 1456

(23) = 1807 ~ 0.30

b)

Starter med a organisere all informasjon i en krysstabell:

Gutter Jenter Sum
Spiller volleyball 63 47 110
Spiller ikke volleyball 285 341 626
Sum 348 388 736

P(A n B) er sannsynligheten for at personen er béde en gutt og spiller volleyball

348 63 63
736 * 328 — 736 ~ 008

P(ANB) = P(A) * P(B | A) =

Alternativt kan vi bare se svaret rett ut fra tabellen :

63
PANB) = 736 ~ 0.08



c)

P(B)=P(ANB)+P{AN B)=PA)*P(B| A)+P(A)* P(B| A) = %

63

*g t

Vi kan igjen bare bruke tabellen var og finne sannsynligheten for at personen spiller volleyball:

_ spiller volleyball _ 110 _ 55
PO = =5m  ~ 76 38" "

Vi har allerede fra fra b) P(B | A), men vi kan ogsé bruke Bayes’ setning:

55, 8

_PAN B) _PB)*PA| B) _ 3g*1m _ 21 y
PB| A) = A - ) = 7;3;% =16 " 0.18
P(B| A) # P(A) < avhengige hendelser
d)
47

P=PA|B)*PA|B)=

341

48\ 47 55
l——) — ="~ 0.15
( 736/ * 388 ~ 368

1457
= ~ 0.23

110 © 626 ~ 6260



Oppgave 4

Alternativ 1

a)

x3+1 -1P+1 -1+1 0
lim = = =35
A ) =l S TGy -1-1-1 -0
x> +1 G+ 1DE2—x+1) Fonpl _ EP=EHwI_ 2
lim = li =lm ————————— = lim = =
A= s T = I DD a5 -1 2 3

Kan alternativ benytte seg av L’Hépitals regel (selv om det ikke er pensum i VGS)

il G+ _ 32 _3x(12 _ 3
' — . =" =—e__ =15
hmf(x) Jm T Jim -1y = i 2x(-1 2

x3+l__ P+1_ 2

l—lirllf(X) x—~ .122—1—12—1—6
x3+1 L @ DE-x+1) . @2-x+1) _ 12-1+1_ 1
e v ey T =N Iy S oy B e el
3
x>1- :c2 - {
lim f(0) = tim &
x—=1" it x2—1
Grenseverdien divigerer mot +- uendelig —lim f(x)eksisterer ikke.
x—1
Vi finner den vertikale asymptoten ved & skjekke bruddpunktene i den rasjonale funksjonen:
Vi finner ndr nevneren er lik null.
X=-1=0=cx-Dx+1)=0<=x=1 Vv x=-1
Kandidat 1
Vi underseker ferst om x=1 er en aktuell kandidat for en vertikal asymptote:
(1)3+1=1+1=2.
Telleren er et tall som er forskjellig fra null og samtidig er nevneren null forx = 1.
Det betyr at lim x2 i ikke eksisterer og funksjonsverdiene vokser over alle grenser.
x—1 x< —
Atsdx > 1 = f(x) > + o0
Linjax = 1er derfor en vertikal asymptote forf
Kandidat 2
Vi underseker om x = —1 er en aktuell kandidat for en vertikal asymptote:
(—l)3+l=—l+l=0
Béde telleren og nevner er null for x = —1. Funksjonen vil da nzerme seg en grenseverdi ndr x naermer seg -1 .
Grenseverdien kan vi finne slik:
X +1 L+ DEP—x+1 . o xP—x+1 -1 —(-D+1 3
lim f(x) = lim =11m( X )=11m =( y — 1) =—-=
x—=—1 x—=—1x2 —1 x——1 x+Dx—-1 x——1 x—1 -1-1 2
(Fra oppgave a).
Grenseverdien eksisterer og vi fir ingen asymptote for x = —1

f har da ingen vertikal asymptote for x = —1

=-1.5



b)

Anvender brokregelen pa f(x)=(x"+1)/ (x*-1)

) wo —w (P 1) k(2 —1) = (22 1) x (22— 1) 32%) (22 — 1) — (2* + 1)(2z)
fla)=—F—= (22— 1) B (22 — 1)
322 2z(x*+1) Cw(x-2) x(x-2)  x(x-2) (z(x—2)+1
2—1 (22-12 (z—-1222—-22+1 z(z—-2)+1 (z(z—2)+1)
T _(.r—1)2_ T 1 1
rlr—1)2  (z—-12 z(z—-1)2 (x —1)2
FO=0e 1ot =0 !l clesl=-tl e xr-2)=0>x=0V x-2=0¢> x=0 Vv x=2

@-1? (x—17

(Sjekk fortegnslinje). — Bunnpunkt for x = 2 og toppunkt for x = 0
Jrnaks = (O,f(O)) =(0,-1)
Jmin = (2,f(2)) = (2,3)

Mo — (1N - 1)2 S Il(e3= 1)2), _ 2
A (= 1)) B -3 431
") =0= ; = 0 < L = @.. Har ingen vendepunkter

=32 +3x-1

c)
f”(x)=(1— 1 )’=(1),_< 1 )'=0_(1)’*(x—l)2—l*((x—l)2)’=0*(x—1)2—1(2x—2)*1=—2x+2=—2(x—1)=_ 2
CERV (x =17 ((x =19y (x-1) -1 -1y -1y
2
ff)=0= - =0= L=¢
(x= 1y
f”(x)>04=y—(x_l)3>0<=>x<l
") <0&= - 3<04=>x>1

(Dreftet ut i fra fortegnslinje?)

f er konveks (hul side opp) for x < 1 og konkav (hul side ned) for x > 1



d)
Dette er ingen skisse, men jeg har tatt i bruk dynamisk programvare for a illustrere hvordan grafen bor
se ut. Det kan vere smart d tegne inn f(x) og '(x) i samme koordinatsystem slik at det blir lettere d

tegne f(x) ut i fra de to andre grafene.

Det er lurt d avsette punkter som ekstremalpunkter, skjering med y-aksen og asymptoter (sely om det
ikke er nevnt i oppgaveteksten). Krumming er ogsd viktig d fa med seg.

Listel = {y=x,x=1}

' —— N (S S S \ S — E— S S — E—

S |
8@ =€) = S

g@=f'w), u=é

g’(x)=f’(u)*u’(x)=(1— : )*ex=w*ex=“(“‘2)ex=ez"(e‘—2)
. (u— 1) (u— 1) (u—1y7 (ex — 17
gx)=0<= L_z)=0<=re"=24=>x=ln2

In2 ~ 0.69

For & skjekke om ekstremalpunktet er et bunnpunkt eller toppunkt tar vi "stikkpraver"

Ve3
g(l)= vet+l 319
2 e—1
4
/09
g(%)= v+l am

Ve -1

S 41

— =30
e2n2) — 1

g (n(2)) =

Bunnpunkt — —— > (In(2), g(in(2))) =~ (0,69, 3)



Alternativ 11

a)

Dette matte sikkert giores manuelt nar denne eksamenen kom ut, men jeg tar meg fribeten til a bruke
dynamisk programvare:

Taster inn f( x) = x2 +2x +c ¢ algebrafeltet og lager en glider for parameteren ¢. Studerer

verdiene hvor ¢ € {—4,—2,0,2,4}

a(x) = x> +2x -2
b(x) = x*+2x+2
d(x) = x¥*+2x
f(x) = x> +2x+4

g(x) = x> +2x—4

Legger merke til x-verdien til ekstremalpunktet (i dette tilfellet bunnpunktet) er lik for alle grafer.
Konstantleddet, C, forteller om hvor grafen til andregradsfunksjonen skjerer y-aksen. Ettersom

£(0)=a*0*+b*0+c=0+0+c=c.



b)

Gjor tilsvarende som i deloppgave a). Taster inn f ( X) =a* X% +2* x +1: algebrafeltet for verdiene

ae {—4—,—2,0,2,4} 0g studerer de ulike grafene.

a(x) = —4x*+2x+1
b(x) = —2x>+2x+1
c(x) = 0x>+2x+1
d(x) = 2x2+2x+1

e(x) =4x3+2x+1

a-  leddet forteller om stigningstallet til grafen. Den kan fortelle om “tykkelsen pd grafen” og

stigningen.

Houis tallet a er positivt a>0 vil grafen ba et bunnpunkt og grafen er konveks (vender sin hule
side opp). Huvis a er derimot negativ a <Q vil andregradsfunksjonen ha et toppunkt hvor f har
sin storste verdi. Grafen vil vere konkav (vender den hule side ned)

Huis q| oker = andregradsfunksjon blir “smalere” i bredden. Hyis

a‘ derimot minker =

a

andregradsfunksjonen blir “bredere”.
Det er viktig i legge merke til at nir a=0 = linear linje pa formen (y=ax+b)

Legg ogsa merke 1l at grafen er symmetrisk om en linje som er parallell med y-aksen og gar

gennom ekstremalpunktet (symmetrilinjen)



o)

Taster inn f(x) — x>+ h* x+1 ! inntastingsfeltet i Geogebra for p ¢ {_8,_4,_2,0'2’4,8}

o mi\g\f 400 4

gx) = ¥ —4x+1

m(x) = X F0x+1

ofx) = x*+4x+1

+8x+1

35

40

Ser at fortegnet 1il b forteller oss hvordan grafen er forskjovet langs x-aksen.

Vi oppnar 4 ulike scenarioer med grafene (ved d ta i bruk informasjon fra deloppgave a), b) og c).

Tilfelle 1 :

a>0 b=negativ > graf blir forskjovet mot hoyre og bunnpunktet vil folgelig vare pa
hoyre side av y-aksen. (1.kvadrant)

Tilfelle 2:



a>0 0g b>0 > graf forskjovet mot venstre, og bunnpunktet blir da folgelig flyttet
mot venstre side av y-aksen (2.kRvadrant)

Tilfelle 3:

a<0 og b<O > graf er forskjovet mot venstre, og bunnpunktet er pa venstre side av
y-aksen

Tilfelle 4:

a<0 og b>0 > graf flyttet mot venstre og toppunktet er pd venstre side av y-aksen
(2.kvadrant).

d) Kurven er en parabel som er en type kjeglesnitt. 1 dette tilfellet er det snakk om en ~ Punkt “

“sur parabel” som er konkav ettersom den er rotert 180° om symmetriaksen. 0 A=(4,-15
08:=0-3
Koordinatene til ekstremalpunktet ligger pa symmetrilinjen og like langt i fra begge 0 C=(,0
nullpunktene: $0-01
0 E=(-10
5 5 0 F=(-2-3
—b++b —4ac+—b—\/b —4ac ® G=(-4,-15)
X\ +X, _ 2a 2a __b T
Xekstremalpunkt 2 - 2 - 2 a
Funksjonsverdien finner vi ved a plotte inn for b i andregradsfunksjonen (parabel)
~ 2a
f(—ijm{—i] +b[—£j+c=—b—+c=c—ib2
2a 2a 2a 4a 4a
240
220
200
180
f(x;EL‘: X2 —8x+1
140
glx) F£x°—4x+1
120
h(x) 5 x> —2x+1
(o X +0x+1
jx) F P +2x+1
80
k(x)|= XX Hax+1
604
I(x) =[x*+8x+1
40
20
SN2
= 7% hing, o6 8 o D 14 6 18 220 22 24 26
-20 ma




Y
I

e) Grafen til en andregradsfunksjon er en parabel. Slik at den generelle formelen kan
skrives som f( x) —ax®+bx +c 0g siden vi har en sur parabel” er a<0 . 177 legger

merke 11l at parabelen er symmetrisk om linjen som gar gennom toppunktet. Denne

symmetrilinjen er gitt ved ,, _ —b
2a

Finner den eksplisitte formelen for b-parameteren:

x=——&b=-2ax
2a
2.2
e =
fz(x)zc_ibz - _E(_zax)z =C—4iza : =c—ax’

Taster inn x|==-2x%+ b* x — 8 iinntastningsfeltet i Geogebra for verdiene
g g

hvor: be{—8,—4,—2,0,2,4,8}. Itillegg skriverjeginn f(x)=a*x* +b*x+c-

Markerer ekstremalpunktene med kommandoen Ekstremalpunkt| <Polynom> | og lager
en mangekant.

Punkt
® A=(-20)
® B=(1,-6)
. ® C=(-0.5,-7.5
Resultat: ® D=(0,-8)
® E=(0.5,-7.5
® F=(1,-6)
® G=(,0

X

o

L2

o
~N
wvi

=)

I

10

m(z) =als 2> +bxr+e

KX) 5

Ix) = 2 +8x—8




Ekstremalpunktene danner en ”smilende parabel” ettersom d > O slik at vi far en
konveks kurve. Se oppgave e) for mer informasjon.

Oppgave 5

a)
_)
AB=[4-0,0-0] = [4,0]
AC=[1-0,4-0] =[1,4]
BC=[1-4,4—-0] =[-3,4]

b)
— 1 — 1
AM1=§A =§[4,0]=M1(2,0)
Ay = 2AC= 1141 = [1 2] — M (1 2)
2_2 _2 ’ — 2, 2 2a
c)
k+CM; = CB4+t+BMy < k*[2—1,0—4] = —[-3,4] +t*

%—4.2—0] = [k,—4k] = [3.—4] + [—%.m] = [k,—4k] =

3+(—%)—4+2t] [, —4k] = [3+(—g)—4+2t] — k =3-

Tt




d)

Tt Tt
[k,—4k]=l3—7.—4+2t = k=3—— A —dk=—-4+2—4dk=

2 2
Tt
—4+2t:>—4(3—?)=—4+2t®—12+14t=—4+2t®14t—2t=
8 —4+ 2 t
—4+12@t=—=3—4k=—4+2t=>k= 1+2 =1-=- =
12 3 —4 2
2 9. L2 2 8] - - .
1-32=2CS=k*xCMy==[1,4] = |=,—=|CS = CB+txBM =
2 3 3 3" 3
2 7 74 2 8
B4+ [—=.2| =3~ + |-z, o| = |5, -
3 2 3'3 3 3
e)
cs— |28 5+c—se |2 -3 ipa= (2.2
W=y = e C=Se g g H A= (33

Se 7 tillegg deloppgave d)

—

— — — 1 — 1 5
AM; = AB + BM; = AB+ 5BC = [4,0] + S[-3,4] = [5,2]

Skjeeringspunktet mellom medianene i en vilkarlig trekant vil skjaere linjestykkene i forholdet 2 : 1

Punktet S kan utrykkes som posisjonsvektoren til skjeeringspunktet: \vec{OS}. Siden punktet A(0, 0) — — > origo
— — —> —> — 5t
OS || AM; < OS=t*x AM3 =—> OS = [7,21]

Vi kan ikke bruke koordinatet til S, men vi kan bruke at medianene skjasrer hverandre i forholdet 2 : 1, slik at

— 2 —
OS er 3 ganger sé lang som A M,

5% 2
53:[1‘,2,]: 304 2 =[§,f]__>s(§,i)
2 2 3 3 3 3 3

Q.E.D




