Marius Nilsen Bergen Private Gymnas Mai 2021

Lgsningsforslag eksamen R2 varen 2021

Del 1

Oppgave 1
a) f(x)= cos(2x+ 1) = f'(x)= —sin(Zx + 1)-2 = —23in(2x + 1)

b)
g(x)= cos(2x) -sinx
g'(x)= —sin(2x) -2-sinx + cos(Zx) -COS X
=COSX- cos(Zx) —2sinx- sin(Zx)
Oppgave 2

a) J x2+2x+L dx=1x3+x2+lln|x|+C
3x 3 3

b) Bruker delvis integrasjon:

jx-lnxdx = lx2 -lnx—jlx2 -ldx
2 2 X

c) Bruker variabelskifte. Finner fagrst det ubestemte integralet.

u:(sinx+1) gir %=c0sx<:>dx= cz’:x
J(sinx+1)2-cosxdx=fu2~cosx-c(a)’: =JuZdu=%u3+C=%(sinx+l)3+C
x

Det bestemte integralet regnes ut gverst pd neste side
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/2 5 1 3—7r/2
sinx+1) -cosxdx =|—(sinx+1
J (i) -cossae=| Ysnr)
0 3 0
17, . 3—7r/2
—5_(s1nx+1) .
3
=§ [mn(%)+4j ~(sin0+1)
= (1+1)3—13)

Il
W W= W]~
—_—
o0
I
—
S~

Oppgave 3
a) f(x)=x"—x =x(x—1), sa nullpunktene til fer x =0 og x =1.

1 1
Jf(x)dx: lx3_lx2 :1.13_1.12_() 1 1.2 3 1
) 37 27 73 2 326 6 6

1
Arealet av flatestykket F' er s

b) f(x)’ =(xz—x)2 =x"-2x"+x°
V:njf(x)zdx
=7

(x4 —2x° +x2)dx

1
. 1x5_1x4 1 }
5

] O ——— O

L 3 0
5 2 3

= ———
30 30 30]
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Oppgave 4
a)
ZSin(2x—7t)=\/§
J3
sin(2x—rm)=—
(25-7) =
2x—7t=%+k-27tv2x—7t:27n+k-27r , keZ
2x=4—ﬂ+k-27rv2x=5—ﬂ+k-2ﬂ'
3 3
T Si
x=—+k-nvx=—"+k-m
3 6
2 11
xe[0,27t]girda:xz—ﬂ\/xzs—ﬂ\/xzs—ﬂ\/xz_ﬂ
3 6 3 6
b)
2cos’x+cosx—1=0
U =COSX
gir
20 +u—1=0
e E Y R N E R E
4 4 4
sd

1
COSX = Evcosx =-1

x=%+k-27rvx=5?ﬂ+k-27rvx=7r+k-27t ,keZ

xe[0,27t] girda:ngvx=5?ﬂvx=ﬂ:

Oppgave 5
a=s=31+41=7 og a,=s,-5=32"+4.2-7=12+8-7=13

Da har vi
d=a,—a =13-7=6
sd

a3=a2+d=13+6=2
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Oppgave 6

b
Rekka konvergerer mot 6,54 ——=6=b, = 6(1 — k) =6—-06k

Bruker videre at summen av de tre fgrste leddene er —.

38
S3:?
3_
p K138
k-1 9
3_
(6—6k)-k L_38
k-1 9

3
_6(k_1).k 1_38
k-1 9
38

—6(k>—1)==—

(P-1)=3
=38

9(=6)
¥ =-334

54
k3=—£+2

27 27
o8

27
k=8

27
k=2

3

Da kan vi bestemme b4 :

. 2) 8 8 8 16
b,=b k"' =(6-6k)-K’ =[6—6-§)-2—7=(6—4)-2—7=2-2—7=2
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Oppgave 7
a) Dette er en separabel differensiallikning.
y'=2x-y’

1 d

—2—y = 2X

y©dx
1 d

— dy=2xdx

y

Da kan vi integrere pa begge sider:

J.%dy=_|.2xdx

_ 2
——+¢ =x"+¢,

y
—1=y(x2+c2—cl)
_#Z_Cl:y (cl—cz=C)
B 1
T X +C
1
’- C—x’

b) 1punktet (2,1) harvi y'=2-2-1=4

Bruker ettpunktsformelen:

y-1=4(x-2)
y=4x—-8+1
y=4x-7

Oppgave 8

a) Vima ha:
—bt\b —4c

2
—btNb —4c=-214i

—-1x2i

Detbetyrat b =2, slikat V4 —4c =4i

Mai 2021
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\V4—4c =4i
Ja—dc =+-16
4—4c=-16
4c=4+16
4c=20
c=5
b=2Arc=5
b)
y(0)=2
gir
e (Acos(2-0)+ Bsin(2-0)) =2
(4-1+B-0)=2
A=2
y'(x)=—e" (2 cos(2x)+ B sin(2x)) +e (—4 sin(2x)+2B cos(2x))
sd
y'(0)=6
gir
-0 . -0 .
—e (2cosO+BsmO)+ e (—4s1n0+ 2BcosO) =6
-2+2B=6
2B =8
B=4
A=2AB=4
Oppgave 9

a)

Mai 2021

4B=[1-12-11-3]=[0,1,-2] og AC=[-1-13-1,2-3]=[-2,2,1]

08

ABX AC = [1-(—1)—(—2)-2,—(0-(—1)—(—2)(—2)),0-2—1(—2)] =[3,4,2]

sd

n= [3,4,2:| er en normalvektor for c.

Bruker 7 og punktet A til 4 bestemme en likning for planet ¢ .



Marius Nilsen Bergen Private Gymnas Mai 2021

b)

3(x—1)+4(y-1)+2(z-3)=0
3x—3+4y—4+2z-6=0
a:3x+4y+2z=13

. 1
y=z=0g1rx=—3
3
) 13
x=z=0giry=—
giry 4
) 13
x=y=0girz=—
y g >

Planet skjerer x-aksen 1 (?,0,0j , y-aksen 1 (0,%,0) og z-aksen 1 (0,0,%j

Ved a bruke definisjonen av skalarproduktet, kan jeg finne cosinus til vinkelen
mellom en koordinatakse og 7.

Jo stgrre vinkelen mellom aksen og 7 er, jo mindre er vinkelen mellom aksen og
planet.

Lar u veere vinkelen mellom x-aksen og 7 :

oy [1,0,0]-[3,4,2] _ 3

JP+02+0% 32 +47 42> 29
Lar v vaere vinkelen mellom y-aksen og 7 :

- [0,1,0]-[3,4,2] _ 4

VO +12+02 432442427 29
Lar w veere vinkelen mellom z-aksen og 7 :

S [0,0,1]-[3,4,2] _ 2

JO? 402 +12 /32 442 42 J29

NAr cosinus til en vinkel endrer seg fra 1 mot -1, endrer vinkelen seg fra 0° mot
180°. Den blir alts3 stgrre og stgrre etter hvert som cosinusverdien minsker.

Av de vinklene vi har sett pa her, er det w som har minst cosinusverdi, og dermed
er den stgrste av de tre vinklene. Det betyr samtidig at aksen som danner vinkel
wmed 7 er den aksen som danner minst vinkel med planet <.

Det er z-aksen som danner minst vinkel med planet o
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Del 2

Oppgave 1
a) Summen av sluttverdiene til de 40 innskuddene danner ei geometrisk rekke med

40 ledd, der a, =1000 og £ =1,0025.

» CAS X
1000%(1.0025%°-1)/(1.0025-1)
1
1.0025%% — 1
v 10008 ————
1.0025 —1

2 | 1000(1.0025% - 1) / (1.0025 - 1)
~ 42013.2041

Rannveig hadde 42013,20 kroner pd kontoen like etter innskudd nummer 40.

b) Endrer g, til 1000-1,0025, slik at vi na far med renten pa siste innskudd i

summen av sluttverdiene. Vi ser altsd pa hvor mye penger hun har pa konto like

for neste innskudd.
» CAS X
1000*1.0025%(1.0025An-1)/(1.0025-1)=50000
1 . n__
v 1000-1.0025 - 1.0025% — 1 = 50000

1.0025 — 1
1000 (1.0025) (1.0025An - 1) / (1.0025 - 1) = 50000

[ In(401) — In (451)
Los: {" ~ In (400) — |n(401)}

3 {n = (In(401) - In(451)) / (In(400) - In(401))}
~ {n=47.0611}

Belgpet pa kontoen passerer 50 000 kroner idet Rannveig foretar innskudd
nummer 48.

Det gikk 47 mdneder, altsd 3 dr og 11 maneder, fra fgrste innskudd og frem til
belgpet pa kontoen passerte 50000 Kroner.

c)
» CAS X
1000*(k*°-1)/(k-1)=47900
1 40 _
v 1000 - k 1 = 47900

2 1000(k*® - 1) / (k - 1) = 47900
Los: {k =1.00901}

Den manedlige rentefoten matte veert pd 0,90 %
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Oppgave 2
a) Tegner grafen i GeoGebra:
f(x)

f(x) = cos(2x) —2 cos(x) + 2

-2m - 0 i 2m 3

Ser at f(x)=f(x+2n').

Perioden er 27

b) Funksjonsuttrykket til fslik det er gitt gverst i oppgaveteksten, og grafen pa

T
bildet over, forteller at grafen til fgar gjennom (O,l) , (7t,5) og (E, lj .

» CAS X
f(x):=a*cos?(x)+b*cos(x)+c
1
— f(x) := a cos?(x) +b cos(x) + ¢
, f(0)=1
— a+b+c=1
f(pi)=5
3 p
— a—b+c=5
f(pi/2)=
p (pi/2)=1
- c=1
s {32, $3, $4}
Los: {{a=2,b=-2,c=1}}

a=2Ab=-2Ac=1
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Oppgave 3
a) y=z=0,innsattilikningen for planet o, gir x =4
x =z =0, innsatt i likningen for planet o, gir y =4

b)

xX=y= 0, innsatt i likningen for planet ¢, gir z = —

4
A=(4,0,0) ,B=(0,4,0) og C = (o,o,ﬂ

» CAS
1 A=(4,0,0)
—~ A := (4,0,0)

4

2 B:=(0,4,0)
e - B :=(0,4,0)

C:=(0,0,4/1v)

3 4
- C:= <o,o, ¥>

AB:=Vektor(A, B)

iqA&z( )

AC:=Vektor(A, C)

— AC :=

[ W)

AO:=Vektor(A, (

(0,0
6 —4
® - AO := 0
0

abs((AB®AC)*A0)/6=10

e feo 16,16
T 18T 18

Mai 2021

[ rad 1-6 definerer jeg punkter og vektorer som er ngdvendige i beregningen.
(Pyramiden har toppunkt i origo, sa derfor er posisjonsvektoren til A med i rad 6)

[ rad 7 setter lgser volumet av pyramiden lik 10, og lgser likningen i CAS.

. 1
Volumet av pyramiden er 10 nar ¢ = i—6
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» CAS X

X =X+y+t*z=4
- artz4+x+y=4

5 S:=(-1,2,1)
® - S:=(-121)

Las[Avstand(S, x)=2,t]

3
. {t=—2\/‘—3 t=2‘/_‘3}

3 ’ 3

2B3-3  23-3

Planet o tangerer kuleflaten K nér ¢ = B Vi=

Oppgave 4
a)

Driften av motoren bidrar til en konstant, negativ vekstfart for VV pa 0,70 liter per
mil. Det gir leddet —0,70.

Lekkasjen i tanken bidrar til en negativ vekstfart som er proporsjonal med V, der
proporsjonalitetskonstanten er 0,01. Siden vekstfarten er negativ, far vi da leddet
-0,01-V.

Initialbetingelsen V' (0) = 60 viser til at tanken rommer 60 liter og er full nar
turen starter.

Samlet gir dette fglgende differensiallikning som kan brukes til & bestemme et
uttrykk for V(x): V'=-0,70—0,01-V , V(0)=60.

Som skulle begrunnes.

b) Erstatter " og Vmed y ogy’nar jeg lgser differensiallikningen i CAS:
» CAS X

1 | LesODE(y'=-0.70-0.01y, (0,60)) «
—~ y=130e 100 — 70

V(x)=130-¢ " =70

» CAS X
1 | LesODE(y'=-0.70-0.01y, (0,60))

— y=130e 1 — 70

2 V(x):=HayreSide($1)
® - V(x) :=130e ™ — 70

3 | V(40)
~ 17.14

Det er omtrent 17 liter bensin igjen pa tanken ndr han har Kkjgrt 40 mil
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d)
V=0
: L 100 | !
CAX = — n|_——
@s 13
4 {x =-100 In(7 / 13)}
~ {x =61.9}
5 60-0.7*61.9
~ 16.67
I rad 3 og 4 finner jeg ut hvor langt han har kjgrt nar tanken er tom.
I rad 5 finner jeg ut hvor mye han ville hatt igjen pa tanken dersom denne var
tett, som da tilsvarer svinnet forarsaket av lekkasjen.
Sverre kan maksimalt kjgre 61,9 mil fgr tanken er tom.
Da har 16,67 liter bensin forsvunnet grunnet lekkasjen i tanken.
e)
» CAS X
1 | LesODE(y'=-0.70-0.01y, (0,30))
~ y=100e " _70
2 V(x):=HoyreSide($1)
® - V(x) := 100 e ™ — 70
3 V(20)
~ 11.87
4 30-11.8730753078
~ 18.13
5  18.1269246922%2
~ 36.25

I rad 1 Igser jeg likningen med den nye initialbetingelsen (han starter med 30
liter pa tanken).
Irad 2 er det nye uttrykket for V' (x).

I rad 3 og 4 finner jeg hvor mye bensin han bruker pa de fgrste 20 milene, og
siden de neste 20 er tilsvarende situasjon, er det bare a doble dette forbruket.

Med den nye strategien, vil Sverre bruke 36,25 liter bensin, om han kjgrer 40 mil.

(Han vil altsa spare 6-7 liter, sammenlignet med & starte med full tank)



