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Del 1

Oppgave 1
a) f'(z) =sinx + x cosz (produktregel)

—28In2x - sinx — cos 2
sin 2z SII‘1$2 COS 27 COS X (kjerne- og brgkregel)
sin®

b) ¢'(z) =

Oppgave 2

a) f1(4x3 —z)dxr = [:p4 — 7”2—2} 1_1 = 0.

-1

In2 . 1 2In2 1 1 1 3
b 2xdu;2$_ U dy = = w2ln2 _ * ( 2In2 _ 0 Zlemt 1) = 2.
)Ofe T 20f€ u 2[6]0 2( e’) 2(6 ) 5
Oppgave 3
a) f(r)=tanz = "IT Dette gir
cos T
coST-cosT +sinz-sinx  cos’x +sin’z  cos?z  sin’x
f(x) = i = i = - =1 +tan’2, qed.
cos?x cos?x cos?xr  cos?w
b) Bruker resultatet fra a) til a gjennomfere variabelskiftet u = tan z:
1 + tan? u—tanz [ 1+ tan? d 1
/ﬂdx & / rran e u2 :/—du:ln|u|+C’:1n|tanx|—l—C.
tan x U 14 tan®x U



Oppgave 4

a) Her ser vi at a; = 2 og d = 6. Vi trenger a finne ut hvor mange ledd det er i rekka, noe vi
kan gjgre ved a lgse folgende likning for n:

a, =a; +d(n—1)
a, =a, +dn —d
a, +d—ay =dn
:an+d—a1 :296—1—6—2:@:50'
d 6 6

n

Summen blir

n
Sn = 5(@1 + an)

50
S50 = 75 (2 +296) = 25 - 208 = 7450.

b) Finner k£ ved a dele et ledd pa det forrige. Her far vi k = 1/3. Formelen for summen av en
uendelig konvergent geometrisk rekke er gitt ved
ay 5 5 15

ST R TICiB 3B 2

Oppgave 5

v +3y=3, y0)=5

d g _/ 3t
/dtye dt = [ 3e> dt

ye = e + C
y(t) =1+ Ce™™

er den generelle lgsningen. Setter inn for startbetingelsen og far

1+Ce?%=5
1+C=5
C=4.

Spesifikk lgsning er dermed

y(t) =1+ 4e™ ™.

Oppgave 6

Vi kan lese av grafen at likevektslinja d er —1, perioden er 7/2, amplituden A er 3 og fase-
forskyvningen er m/6. Koeffisienten ¢ foran x i sinusuttrykket er definert ved ¢ = 27/p, der p
er perioden. Det gir at ¢ = 4. Videre kan vi finne ¢ ved at c(x — x¢) = cx + ¢, som gjor at
p = —cxg, der g er faseforskyvningen. Dette gir ¢ = —4 - 7/6 = —27/3. Dermed har vi

f(z) = 3sin (4:13— 2%) -1



0g

Det gir

1'(0) =12 cos (4-0— 2%) =12 (—%> = —6.

Oppgave 7

LBC x BT - BA|, der BC = [-1,2,0), BT = [-5,0, 5]
og ﬂ = [—5,0,0]. Finner forst vektorproduktet B—z>4 x BC:"

a) Finner volumet ved formelen V' =

—

€r €y €,

BOxBI=|-1 2 0|=[2-(=5)—0-0,—(—1-(=5) — (=5)-0),—1-0 — (=5) - 2]
50 -5
— [-10,-5,10].

Regner deretter ut volumet:

1 1 25
B ’ﬁ x ﬁ-ﬁ’ = <l1-10,-5,10] - [-5,0,0]| = =

b) Arealet av trekanten finner jeg ved formelen

A= % ‘B_é x ﬁ} - %\/(—10)2 +(=5)2 + (10)2 = %

der jeg bruker koordinatene fra vektorproduktet jeg fant i a).

c) Fordi volumet av en tetraeder er gitt som éGh, der G er arealet av grunnflata og h er
avstanden mellom grunnflata og toppunktet, kan jeg bruke resultatene fra a) og b) til a
finne hgyden

1
= -Gh
3

2

2 _ 115,

3 3 2

h_25-3.2_@
~3-15 3"



Oppgave 8

a) Vi ma forst finne ut hvor cos(2z) = 1/2, som vil veere krysningspunktene mellom de to
kurvene.

cos(2z) =1/2

9w =42
3
x:j:z.
6

Dette er de eneste stedene kurvene krysses i definisjonsmengden til f. Vi ma deretter
integrere f fra —m /6 til /6 og deretter trekke fra rektangelet under, som har verdi 7 /6.

w/6 - /6 T 1 /6
A= / cos(2z) do — = = 2/ cos(2z) do — = =2 {— sin(2x)} —
—7/6 6 0 6 2 0

LT T 1 s
:sm<—>——:— 3— —.
3 6 2 6

ol

b)

cos(2x + 2x) = cos(2z) cos(2x) — sin(2z) sin(2z) = cos®(2z) — sin?(2x)
cos(4x) = cos?(2x) — 1 + cos?(2x) = 2cos?(22) — 1
cos(4x) = 2cos*(27) — 1
cos(4x) 4+ 1 = 2 cos?(2z)

cos?(2x) = %(cos(élx) +1).

c¢) Finner volumet av omdreiningslegemet av f mellom —7/6 og 7/6, og trekker deretter fra
sylinderen med hgyde 7/3 og radius 1/2:

/6 1 1 2

/6 1 2
- (4z) + 1) dz — —
/ (cos(4z) + 1) dz T

/6
= = sm (4z) + x}
0

B \/_7r 2
- _66__2



Oppgave 9
Sjekker fgrst at P; er sann:

1-(1+1)-(1+9 18
3 3

:6’

og det stemmer. Antar sa at P, er sann og skal vise at det medfgrer at Py, ma veere sann.

;t<t+5) _ k;(k:+1?))(k:+8)

> t(t+5)+ (k+1)(k+6) =

t=1

k(k + 1?))(16 +8) (k + 1)(k + 6)

k+1  k(k+1)(E+8) 4+ 3(k+1)(k +6)
D t(t+5) = 3

(k+1)[k(k+8)+3(k+6)]
(k+1)[k? +§k+3k+ 18)]
(k+1)[k*+ :1))11: + 18)]
(k+1)(k +32)(k: +9)

(k + 1)[(1{:3+ 1) J?: 1[(k+1)+38)]

Dermed er pastanden bevist.



Del 2

Oppgave 1

a) Legger verdiene inn i regnearket i GeoGebra og gjennomfgrer regresjonen. Velger logistisk
modell, da denne ser ut til a passe best utfra datapunktenes plassering. Det gir ogsa
mening, da veksten var laber i begynnelsen, deretter tok kraftig av, for sa at nivaet
stabiliserte seg.

IV IGES

"’r.”.q ‘ X : Y =
Punktdiagram m
Y: C1:.C7

500 /‘—;

—— ¥ a 6 B 10

X B1:B7
Regresjonsmodell
Logistisk v - 660.3636
' 1+ 30.7207 e—0-7066x
Dette gir modellen
660,3636
F(z) ’

~ 1+ 30,7207¢—0.7066z "

b) Kopierer funksjonen inn i algebrafeltet og bruker deretter CAS til a regne ut de fire
verdiene.

1 | I := Integral(F, -0.5, 10.5)
= | := 3728.7369

2 | G :=1/5%Integral(F, 2.5, 7.5)
G := 344.4484

i

3 | S:=S8um(F, x, 0, 10)
S := 3728.8155

i

4 | D:=(F(5.001) - F(5))/0.001
= D := 116.3055

c) Bade I og S estimerer totalt pengebruk pa strgmming i perioden fra 2008 til 2018. I gjor
dette ved hjelp av et integral, mens S gjor det ved hjelp av en sum. G er et gjennomsnittlig
arlig pengebruk pa strgmming for ar 3 til 7, det vil si fra ar 2011 til 2015, mens D er en
tilneermet verdi for den momentane vekstfarten i ar 5, det vil si 2013. Det vil si at i 2013
gkte strgmmebruken med 116 millioner kroner per ar.



Oppgave 2

a) « har en normalvektor 77 = ﬁ X 1@ , som ogsa vil veere normalvektor for § siden planene
er parallelle. Legger derfor inn punktene A, B og C (celle 1 - 3), regner ut normalvektoren
(celle 4), legger inn punktet P (celle 5) og bruker til slutt normalvektor og punktet P for
a finne en likning for g (celle 6).

1 A=(1,0,3)
® - A:=(1,0,3)

> B:=(0,12)
® - B:=(0,1,2)

3 C=@2372)
® - C:=(2,3,2)

n := Vektor(A, B)®Vektor(A, C)

4 2
® |- n:=|-2
—4

5 P=(2-55)
® - P:=(2,-5,5)

6 Bi=x(mix-X(P) + Yy - ¥(P) + 2(n)(z - 2(P)) = 0
® |- 3:2x—2y—4z46=0

En likning for g blir
B:2x —2y—4z2+6 =0,
som kan forenkles til

B:rx—y—224+3=0.



b) Vektoren fra A til @ er parallell med normalvektoren 7 og har lengde lik diameter i kula.

Kan derfor finne avstanden fra punktet A til 8 (celle 7), lgse likningen k - |77| lik denne
ais;canden (celle 8), definere A(Q), og til slutt regne ut koordinatene til @) ved a bruke at
OA + AQ = OQ (celle 10). Punktet Q = (3, -1, 1).

307373
Avstand(A, B)
7
L Ve
3
k*|n|= sqrt(6)/3
8
@s: =5
AQ = 1/6*n
1
° 1
A = __
- AQ 3
-2
3
Q:=A+AQ
10 4 1 7
® - Q:= (5’?’5)




Oppgave 3

a) Setter opp differensiallikningen og lgser den med startverdi v(0) = 0. Bytter ut F' med
250, men beholder ¢(t) til senere.

LesODE(350v' - F + 10v,v, , (0, 0))

1 -1 2 1 E
V=10 " T1o
q(t) := -F/10*exp(-t/35) + F/10
2 -1 .
i Q(t) ﬁ F e3 + E F

5 | v(t) = ByttUt(q(t), F, 250)

® |- y(t) := —25ent 425

Fartsuttrykket er

v(t) = =257 4 25,

b) Grensa nar t — oo er 25 for fartsfunksjonen fordi det forste leddet vil ga mot 0. Dermed
er toppfarta 25 m/s for denne mopedbilen.

c) Finner ut hva F' ma vere for at toppfarta skal veere 60 km/h = 60/3,6 m/s ved a lgse
likningen

. 60
Jm q(t) = 35

for F.

Grenseverdi(q(t), t, ) =60/3.6, F
NLos: {F = 166.6667}

Vi ser at effekten ma vaere 167 N.

Oppgave 4

a) Vi har konvergens av rekka hvis £ = § — 3 er mindre enn 1 i absoluttverdi

X
-1<--3<1
2

T
2< =<4
2

4 <x<8.



b) Konvergensradius er 4, og sentrum i 1. k(x) = x/4 — 1 sikrer dette konvergensomradet.
Videre er uttrykket for summen er a;/(1 — k(4)) = 3, som vil si at k(4) =1 —ay/3. Men
her er k(4) = 0, som ikke gir mening. Vi trenger en annen k, og jeg forspker meg med en
rasjonal funksjon.

sa k(z) =

Oppgave 5

—3<r<h
l<z+4<9

9 5
l<— -2 <1
Az+4) 47

9

prnT ?I' Bruker CAS til a finne a; og vise at rekka konvergerer mot 3.

k(x) :=9/(4(x + 4)) - 5/4

9 5
a_1/(1 - k(4)) =3
2
o L 189
@s: 1= 32
k(4)
3
-31
—
32

4 | Sum(189/32k(4)*(x-1), x,1, o0)
-+ 3

a) Definerer forst funksjonen f og bruker formel for volum omdreiningslegeme.

f(x) := (2 - cos(x))/sin(x)

—cos(x)+ 2

® - f(x):= sin(x)

V := pi*Integral(f*2, pi/4, 3*pi/4)

-1
- V= T?TE-I-].O?T

3 |V

it

26.4811

Volumet er 10m — = ~ 26,5.

2

b) For at omdreiingslegemet skal fa plass i kjegla, ma den ytre kanten med stort radius
av omdreiingslegemet fa plass innenfor sirkelen med radius 4 for kjegla. Det vil si at

10



f(37/4) < 4. Vi kan regne ut hgyden h i kjegla gjennom volumformelen V' = %m‘zh nar vi
vet at volumet er 45. Dermed kan vi plassere spissen av kjegla i punktet A = (37/4 — h,0).
I to dimensjoner ma linjestykket mellom punktet A og punktet B = (37/4,4) representere
veggen pa kjegla der omdreiningslegemet far stgrst plass. Sa lenge grafen til f ikke krysser
dette linjestykket, far omdreiningslegemet plass.

f(x) := Funksjon(g, pi/4, 3*pi/4)

T 7w —cos(x)+2
= < < - , —x 7
® - f(x):= Dersom(4 x<3 4 sin(x) )

1/3*pi*4"2*h = 45

135
Los: {h = m}

B := (3*pil4, 4)

® - B:= (3-%,4)

A = (3"pi/4 - 135/(16"pi), 0)

12 w2 — 135
° A= (22 T p
- ( 16r )

11



Ved a legge grafen til f og punktene A og B inn i grafikkfeltet, ser vi at det faktisk er et
krysningspunkt, og at omdreiningslegemet altsa ikke far plass inni kjegla.

44y B:= (3-%,4)

12



