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[ DEL 1 (Uten hjelpemidler)

Oppgave 1 (2 poeng)

/ N
fla) = et
Oppgave 2 (2 poeng)
Metode 1:
3 _ 23 _
lim v =8 = 8 = 9 ubestemt form
=222 -4 22—-4 0
3 /
-8
= }:13(1) E; — 4§, (L'Hopitals regel)
B 322+ 0
250 2240
=55 =
Metode 2: Vi gjor polynomdivisjon:
-8t —4d=x
— (2% — 4x)
—8+4x
—8 +4x 4(x —2)
3
8= — =
g v 2 —4 m+(a:+2)(:v—2) $+:13+2

Sa regner vi grenseverdien :

lim & =8 T
4

-2+ =3
+2+2

Page 1



R1 Eksamen V2023 LK20-Lgsningsforslag Farhan Omar

Oppgave 3 (4 poeng)
a)

Vi vinner fgrst skalarproduket:
BC=19—4,4—0] =54
BA=[1-43-0=[33]

BA-BC=-3-(5)+3-4=—-15+12= -3 = ZAPB > 90°

Siden skalarproduktet er negativt da ma vinkelen veere stgrre enn 90°.

Generelt:
U T =WV cos(8)
cos(0°) =1
cos(90°) =0
cos(180°) = —1
cos(270°) =0
cos(360°) =1
0=/, )
Vi ser at skalarproduktet og cosinus av vinkelen har samme fortegn.Dermed har vi disse re-
sultatene
0 < 90° = skalarproduktet er positivt.
6 = 90° = skalarproduktet er null.
0 > 90° = skalarproduktet er negativt.
b)

Vi lager en skisse av problemet:
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Figure 2

Vektorene B og ﬁ er vinkelrett pa hverandre,sa deres skalarprodukt er null,

AB = -BA=[3,-3
P (z,y)
AP =[r—1,y—3
AB - AP =0
3(z—1)—3(y—3) =0
31 —3-3y+9=0
3x — 3y = —6
rT—y=-2

Vi finner parameterframstilling for den rettelinjen [ som gar gjennom punktene B og C ved
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a bruke B? som retningsvektor og B punkt
BC = [5,4]
B (4,0)
r=4+5t
y=0+44t
Punktet P er pa linjen og dermed har samme koordinater som parameterframstillingen:

T, =4+ 5t
y, = 4t

Vi setter de i ligningen fra skalarprodukt:

rT—y=-2
445t -4t =-2
t=—-2—-4=-6
r=445-(—6)=—-26
y=4-(—6)=—-24

Koordinatene til punktet P blir P (—26,—24)

Oppgave 4 (4 poeng)
a)

Eleven lager en funksjon som representerer arealet av rektangelet sa regner han arealet for
ulike t verdier (t starter fra null og gker med 0,01) og sjekker nar arealet begynner & minke

(finner toppunktet ) via betingelsen som stéar i while-lgkken. Til slutt printer eleven verdien

av t.
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b)

La R veere arealet av rektangelet:

R(t)=t-f(t)
—t- (2 -9)"
R(t)y=1-(2—9)" +t-4(*~9)" -2t

2 —9)" + 8¢ (2 — 9)°

92 —9=0=>t’=1=t=+1

Vi godtar bare ¢ = 1 som er i definisjonsmengden og studerer fortgenet til den deriverte av

R:
R’(%):G—9)3<9&—9)=(—)3(—)>0 (1)

R(2)=4-9%09-4—9)=(=5)"-(27) <0 (2)

Siden den deriverte endrer fortegn fra positivt for punktet til negativet etter punktet , har R
et topppunkt i t=1 og dermed er arealet stgrst der.

[ DEL 2 (Med hjelpemidler)

Oppgave 1 (8 poeng)

a)
Vi har

Ny Verdi —=Gammel Verdi-vekst faktorentall perioder
N=G v
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Vi bruker 2008 som gammel verdi og 2022 som ny verdi og antall ar er 15ar og lgser ligningen

i Cas.

T

1 340.1 = 27255 x¥°
NLos: {x=1.0149}

2 (1.0149

1.49

Figure 3

1)-100

den Den gjennomsnittlige arlige prosentvis vekst blir 1, 5%.

Om jeg tar hensyn til alle arene sa kan jeg regne gjennomsnittlig arlig vekst i Geogebra ved

& bruke formelen

A

Avrstall

1

2 0
3 2
4 5
5 7
6 1
7 14
8

9

N

p=((Z)""=1)-100

G

B
Timelgnn
272.55
285.5
307.3
314
327.6
340.1

Gjennomsnitt

Figure 4

C
prosentvisgkning (%)

2.3481
2.4831
1.0843
1.0656
1.256

1.6474
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A
1 Arstall
2 0

3 2

4 5

5 7

6 1

7 14
8

9

B
Timelgnn
272.55
285.5
307.3
314
327.6
340.1

Gjennomsnitt

C

prosentvisgkning (%)

((B3/B2)(1/ (A3 -A2
((B4/B3)Y*1/ (A4-A3

((B6/B5)*(1/ (A6 - A5
((B7 /BBYM1/ (A7 - AB

)
)
((B5/B4)M1/ (A5 - Ad)) -
)
)

gsnitt(C3:C7)

Figure 5: Med formler

Den gjennomsnittlige arlige prosentvis vekst blir 1,65%

b)

-1)*
-1)*
1)*
-1)*
-1)*

100
100
100
100
100

Vi setter punktene i regneark i Geogebra og lager liste med punkter sa bruker vi regresjon

(RegEksp()) for finne funksjonen. Se skjermbilder nedenfor.

11 = {A,B,C,D,E,F}

@

= {(0, 272.55), (2, 285.5), (5, 307.3), (7, 314), (11, 327.6), (14, 340.1)}

g(x) = RegEksp(I1)

@

= 277.8327-1.0155"

Figure 6

Grafen til funksjonen g(x) er vist nedenfor:
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timelenn i kr
420

400

380

3560

HEeace : @

Antall ar etter 2008

-2 0 2 4 g ] 10 12

Figure 7

c)

14 16 13 20 22 24

Vi lager en funksjon som gir oss timelgnn til Per i arene 2008-2022:

g(x) = RegEksp(I1)

= 277.8327 - 1.0155"

O

23

O f(x) = 27255 (1+ 100

Figure 8

Sa regner vi samlede lgnn i Cas vis Sum kommando:

;o
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14
1 ) 1700 g(x)

w=0

= 7905086.2904
14

2 ) 1700 f(x)
w=0

= 81838601.23606

Figure 9

Samlede lgnn til Per er 7905086, 2904 kr og til Amalie er 8188601, 2366 kr

c)

Vi bruker Cas til & lgse oppgaven ved & sette prosentvis gkning til lgnnen til Per som ukjent

P
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(=] = v &% oy x=
T &

g(x) :=277.8327 (14 b )

100
1
2778327 / 1 x
~ (0 = 5000 (mn '”'1)
23N
, f(x) := 272.55 (1+ﬁ)
O e . 5451 (1023Y"
= fx) = 55" {1000
3 2025 — 2008
- 17

4 g(17) = 1(17)
NLos {p=2.1845}

Figure 10

Lgnnen til Per mé gke med 2, 18% hvert ar for at begge to skal ha lik timelgnn i 2025.

Oppgave 2 (4 poeng)
a)

Vi bruker Cas til & lgse oppgaven. Vi definerer alle punktene og bruker at U = E for a finne
koordinatene til B og far B(7,5) (Se rad 7). Vi bruker at o = AD for 4 finne koordinatene
til D og far D(2t + 3,5t 4 2) (Se rad 8). Vi bruker at AB = DC i parallellogram for & finne
koordinatene til C og far C(2t + 7,5t + 5)
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0w

10

11

b)

A= (3,2)

~ A:= (3,2)
B = (xg,y8)

— B := (xg,¥g)
C:= (% ¥c)

- C:= (xc¥¢)
D = (xp,yp)

— D := (xp,¥p)
ui=(4,3)

vi=(21,51)

29

u = Vektor(A, B)
{{xs =7,ys =5}}

Los({v = Vektor(A, D)}, {xo.vo})

o {{xp=2t+3,yp=5t+2}}
AB := Vektor(A, (7,5))

= (3

DC := Vektor({2t + 3,5t + 2),C)

xc—2t—3
ye—5t—2

- V

Los

— DC:=(

Lgs({AB = DC}, {xc, yc})
— {{xc=2t4+7,yc=5t+5}}

Figure 11

Vi skriver all punktene pa nytt i Cas uttrykt ved t sa bruker vi at diagonalene i en parallel-

logram deler hverandre i midten. Vi far at ¢ = 3 (rad 10).
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A= (3,2)

- A:=(3,2)

B:=(7,5)

- B:= (7,5)
C=(2t+7,5t+5)

- C:=(2t+7,5t+5)
D:=(2t+3,5t+2)

- D:=(2t+3,5t+4+2)
ui=(4,3)

e ()

v:i=(21,5t)

6
— (2t
- M = (5 t)

P :=(8,11)
- P :=(8,11)
AP := Vektor(A, P}

()

PC := Vektor(P, C)

9
. PC = (2t+7—8
5t+5—11

@ -

O~

@

@~

10 AP = PC
Les: {t=3}

Figure 12

Oppgave 3 (6 poeng)
a)

Vi tegner begge utrykkene som funksjoner via graftegner i Geogebra og ser at de er bare like

to steder sa pastanden ikke gjelder for alle x > 0 og dermed ikke sann.
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[ SE—

A3t - I |
f(x) = (In(x))*

@

@ &k =4

A = Skjering(g, . (1,0))

@
= (1, U)
B = Skjzering(g,f,(4.891, 6.35))
@
= (4.891, 6.35)
Figure 13

HE e e & @!

B~=(4.891, 6.35)

2
/(z) = (In(z))*
;

LA=(1,0)
n 2

Figure 14

Figure 15

b)

Pastanden er sann. Den generelle formen pa fjerde gradsfunksjon er gitt i rad 1. Vi ser at
den kan ha maks tre ekstremale punkter fordi den deriverte er tredje gradspolynom. Vi tar

det enkleste tilfellet (rad 3) og ser at det er likevel et ekstremalpunkt fordi den deriverte
skifter fortegn.
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E = v 31-55 19} ?\} X= X=

1

c)

flx):=ax*+bx’+cx®+dx+d;
- f(x):i=ax'+bx’+ecx+dx+dy
()

- dax*+3bx*+2cx+d
g(x) = ax’

- g(x) :=ax*

gk =0

Los: {x=0}

g(-1)

—~ —4a

g(1)

— da

Figure 16

Pastanden er usann. Riktig setning blir "For at en funksjon skal ha invers ma den veere

én-entydig (Hver verdi for x ma gi kun én verdi for y og motsatt ;med andre ord mé vi

ha én-til-én korrespondanse). Men hvis en funksjon er enten strengt voksende eller strengt

avtagende da er betingelsen oppfylt. Mot eksempel:

1, 7
k(x) = ;1 x+%

f(x) = Dersom(—5 < x < —2,k(x), =2 < x < 4,h(x))

B _?1}(-’_% =h<x< =2
- -1 5, 7 4
— — — 1 =2<x<
10x+10x—4—5 —2<x<4
Figure 17
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Ve s s e

-1

Figure 18

Funksjonen f som er vist ovenfor er bade voksende og avtagende i defimnisjonsmengden som

er [—5,4] men likevel har invers.

Oppgave 4 (4 poeng)
a)

Funksjon f har ikke omvendt fordi den er ikke én-entydig . For eksempel nar y = 1 sa far vi
to forskjellige x-verdier (x=1 og x=-1).

Funksjon g har omvendt fordi den er strengt voksende i hele definisjonsmengden [—4,4].
Funksjon h er funksjon med delt funksjonsutrykk og har omvendt fordi den er én-entydig i
hele definisjonsmengden [—5,4].

Funksjon k har omvendt fordi den er én-entydig i hele definisjonsmengden [—4,4).Vi ser at

den er strengt avtagende i hele definisjonsmengden som igjen bekrefter det.

b)

Definisjonsmengden til en invers av en funksjon er verdimengden til opprinnelig funksjon.

Ved a bruke dette kan vi finne definisjonsmengde til omvendfunklsjonene fra grafene

f:Har ikke invers men den kan fa invers om vi begrenser definisjonsmengden til f til [—o0,)

eller til [0, 00), da blir definisjonsmengden til omvendt [0, 00) 1 begge tilfellene
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Definisjonsmengdene til resten er:

Oppgave 5 (6 poeng)
a)

Vi bruker Cas og finner at lydintensiteten blir 10% (Se rad 3).

1 a)

L(1) := 10 logyo(l) + 120

S L(l) := 10- |r|.r(|§|())) +120

3 L(l) = 130
Los: {l =10}

Figure 19

b)

Vi lar Ly, Ly veere lydstyrkene nar lydinensitetene er [y, [y sa lgser vi ligningen Lo — Ly = 2

for I (rad 7) og far at Iy = v/10 -1, . Fra dette finner vi gkning i prosent p (rad 8). Lyd

intensiteten gker 58,5% nar lydstyrken gker med 2 db
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4 b)
Ly = L(ly)
5 In(ly)
- Ly :=10. in(10) + 120
|_2 = L(|2)
6 In(l,)
- Ly:=10. in(10) + 120
7 LQiS(Lz — L = 2,|2)
. {Iz = ¥10 |1}
P 5
8 1+ 100 10

NLos: {p = 58.489}

Figure 20

c)

Forste finner vi effekten av lydkilden (rad 11) s& finner vi ut hva blir lydintensiteten néar lyd-
styrken er mindre enn 130dB (rad 12) . Sa bytter vi lydstyrken med formlen som inneholder
effekt og lgser ulikheten for r (rad 13)
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9 ¢
10 L(I) = 140

Los: {l =100}

E
4 . 502

Los: {E = 1000000 =}
12 L(I) <130
Los: {0 <1< 10}

1000000 7
13 "< a1z

Los: {r < —50 \/ﬁ,r > 50 \/ﬁ}

14 $13
~ {r < —158.114,r > 158.114}

11 100 =

<10

Figure 21

Vi dropper den negative lgsningen og far at avstanden ma veere minst 185,114 m for at

lydstyrken skal vaere mindre enn 130 dB.

Oppgave 6 (4 poeng)
a)

Vi bruker Cas og kommando Avstand(punkt,objekt) og far at minste avstand blir 18 - g
(rad 6)
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1 A:=(4,-2)
® _ aA=@ -2
B = (6,6)

On

3 a)
4 P:=(2,8)
® _ p.- (23
| := Linje(A, B)

Qv

— l:y=4x—18
Avstand(P, 1)

]_3_'17

17

Figure 22

Metode 2:

Man kan ogsa lgse oppgaven ved a lage en vektor mellom punktet P og et generelt punkt pa
linjen [ (rad 13) sa lage en avstand funksjon H (rad 14) og finne ekstremalpunkter(rad 15)
og bekrefte at det er et bunnpunkt siden den deriverte skifter fortegn fra negativt til positivt
(rad 16). Minste avstand blir 18 - g (rad 17).
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Pl := Vektor(P, (x,4 x — 18))

x—2
- Pl= (4x—1a—a)

14 H(x) := [PI|
O

13

— H(x) := /17 x2 — 212 x + 680
H'(x) = 0
5 M)

o106
@5: —1?

(196 Y (206
o {(5F 1) v ()

~ {—2.831,2.831}

106
17 1 (F)

18 —
Figure 23

b)

Vi bruker Cas ved & skrive funksjonen f. Sa lage en avstand funksjon (rad 9) ved & bruke
kommando Avstand(punkt,objekt) der punkt er et generelt punkt (z, f(z) pa grafen til f .
Vi finner ekstremalpunkter til h(z) (rad 10) og bekrefter at det er et bunnpunkt (rad 11)

siden den deriverte skifter fortegn fra negativt til positivt. Minste avstanden mellom grafen
og linjen er /17 (rad 9).
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7 b)

g8 f(x):=x>+2x
® - f(x) :=x*+2x

h(x) := Avstand((x, f(x)),!)

- V17

Figure 24

Oppgave 7 (4 poeng)

Vi bruker Python programmering for a lgse oppgaven:

9
1

= h(x) := \/; (x2—2x—|-13)
10 h'(x) =0

Lps: {x=1}
~ {h'(0),h'(2)}

—2 2

. {F vit, 2 \/ﬁ}

12 h(1)
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1 1 import numpy as np # hente numpy biblioteR
v 2 def f(x): # Definere funksjonen f
3 return np.sqrt(x)
v 4 def GjennomsnittFunksjon(a,b,N): # Lage en funksjon med input
5 #som intervalgrensene og antall punkter
6 n=np.linspace(a,b,N+1) # Lage N+1 jevnt fordelt punkter i intervallet [a,b]
7 g=np.mean(f(n)) # regne gjennomsnitt ved & bruke mean kommando fra numpy
8 return g
9 print("Gjennomsnittet av funskjnen f i intervallet [0,1] blir:",GjennomsnittFunksjon(@,1,10000))# Kjgre funksjonen og
10
11 #printe ut gjennomsnitt
12
°
Gjennomsnittet av funskjnen f i intervallet [0,1] blir : 0.6666497942176867

Figure 25

Gjennomsnittet av funksjonen f i intervallet [0,1] blir 0, 666
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