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Figur 1: Hva er matematikk egentlig?!
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[ DEL 1 (Uten hjelpemidler)

Oppgave 1 (2 poeng)

) 8
sinu=—
10
6
cosu = —
10
L \2 o (82 (6.2
(smu) + cosu —(10) +(10)
_ 6136
100 100
64436 100
~ 100 100
Oppgave 2 (2 poeng)
f(z)=0
—(-2) £ /(-2 —4-(-8)
L12 =
2-1
24+ VAT R
2436 2+6
S22
2
x12L62§:4
2 2
2—-6 -4
:—:—:—2
2T Ty TR
Grafen skjaerer x-aksen nar f(z) =0 og da far vi x =4 eller x = —2
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Oppgave 3 (2 poeng)

Siden (z — 1) er en faktor i polynomet kan vi dele polynomet pa (z — 1) og divisjonen gar

opp:

22 =52 —8r+12: 0 —1=2%—4r — 12
—(2® — 2+ 0z +0)
—422 — 8x + 12
— (=42 + 4z +0)
0—12x+ 12
— (=122 4+ 12)
0

Vi bruker sum-og-gang metode for a faktorisere andregradsutrykk. Vi finner to tall slik at
om vi ganger dem far vi —12 og om vi legger dem sammen far vi —4. Tallene 2, —6 oppfyller

kravene.

2?2 —4x — 12 = (x4 2) (v — 6)
Na kan vi sammenligne begge sidene:
23— 52 —8x +12= (v — 1) (xv +2) (v — 6)
=(z—-1)(x+a)(z—0>)
r+a=z+2=a=2
r—b=2x—-0=b=6
Saa=2o0gb=06.

Metode 2:

Vi ganger parentesene pa hgyre side og setter koeffisientene til ledd av samme grad pa hgyre
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og venstre side av utrykket like:

2* =522 —8x+12= (v —1) (v +a) - (v —b)
= (2" +ax —z—a)(x—1D)

2 2% —ax —bx? — abx + bx + ab

=2 +ax
=2+ (a—1-b)2*+ (—a—ab+b)x +ab
Y
(a—1-b=-5=>a—-b=—4
(2)—a—ab+b=-8

(3)ab =12

Vi lgser ligningene (1) og (3) sammen :

12
12
3):——b=-4
(3): 7
12 —b? = —4b

(b+2)(b—6) =0

12
b+2=0=>b=-2=a=—=—6

-2
12
b—6:O:>b:6:>a:€:2
Vi far to lgsninger a = 2,0 = 6 eller a = —2,b = —6 og begge to er riktige siden etter

innsetting far vi samme tre faktorer til polynomet pa venstre side.

Oppgave 4 (4 poeng)

Funksjonen f er gitt ved:
axr +b

cr+d

f(z) =
f har nullpunkt i x=2 (f(x)=0)

a-2+5b
c-2+d

f(2)=0= =0=a-24+b=0=b=—2a
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Grafen skjeerer y-aksen i y=6 :

b
f(()):6:>8:6:>b:6d

f har et bruddpunkt i x=1( horisontal asymptote i x=1)
c-l1+d=0=c=-d

Grafen til f har horisontal asymptote i y=3

y=3~—=3="=a=3=3(~d) = -3d

Cx

Vi har funnet a, b og ¢ utrykket med d og d er fritt (kan velges tilfeldig men ikke null siden

da far vi ingen funksjon) . Vi velger d=1 og far:

d=1=a=-3,b=6,c=—1

Oppgave 5 (4 poeng)

En skysse trenger ikke a veere ngyaktig, men de viktige punktene og egenskapene skal marke-
res. Nullpunktene til den deriverte er topp eller bunnpunkter til funksjonen. Funksjonen er
voksende nar den deriverte er positivet og avtakende nar den deriverte er negativt. Skissen

er vist nedenfor:

(-3.1

Figur 2

Skisse via geogebra
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5.12311, 0)

(312311, 0)
-3 72 4 )

Figur 3

6

' DEL 2 (Med hjelpemidler)

Oppgave 1 (6 poeng)
a)

Vi tegner funksjonen via graftegner i geogebra og finner skjeeringspunkter med x-aksen:

Skjzering(T,xAkse)

= A = (577164, 0)

A
@
@ 2
@
@

B — (8.90596, 0)

T(x) = 0.048 x* — 1.4 x> + 13.36 x* — 45.8 x + 35.2,

Figur 4

AL OO LN [

(2 <x<10)
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Gjennomsnittstemperator (C °) ACH : @&

.i/= (5.77164, 0) B = (8.90596, O)Anta\l dogn

-5

6 7 8 10 1

T(x) = Dersofu(2 £ x < 10,0.048 & — 1.4 2° + 13.36 2” — 45.8 z + 35.2)

Figur 5

Gjennomsnittstemperaturen er over 0°C' fra litt etter midten av mai til slutten av august.

Ngyaktig fra 25 mai til 29 august. Det blir 96 dggn. Vi ma ta hensyn til at mai, juli og august

har 31 dager men mai og juni har 30 dager.

b)

= 5.04

Figur 6

Gjennomsnittstemperaturen gker med 5, 04°C' per dggn fra x= 3 (forste mars) til x= 7 (forste

juli).
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c)

(2,76,0) er nullpunkt for den deriverte som tilsvarer til bunnpunkt til 7'(z). Litt etter midten
av februar vil gjennomsnittstemperaturen veere minst utenfor huset til Lars.

(7,33,0) er nullpunkt for den deriverte som tilsvarer til toppunkt til 7'(x). Litt etter forste
juni vil gjennomsnittstemperaturen veere storst utenfor huset til Lars.

Punktet (4.69,6.94) er toppunktet for den deriverte av T'(x). Litt etter midten av april vil
gjennomsnittstemperaturen gke sterst (med 6,94°C' per dggn) utenfor huset til Lars.
Punktet (9.89542, —6.61662) er bunnpunktet for den deriverte til 7'(x). P4 slutten av septem-
ber vil gjennomsnittstemperaturen minke maksimalt (med 6,62°C' per dggn ) utenfor huset
til Lars.

15T Gjennomsnittstemperator (C °) —

E =(4.68792, 6.94023)

H =(7.33311, 4.5043)

C ='(2.76126, 0)
0 1 2 3 4

Antall degn
10

8
D = (733311, 0)

-5

~
o

T(x) = Dersom(# <z <10,0.048 z" — 1.4 28+ 1336 2 —45.8 z + 35.‘2)

=15 \'(3/:(2.76126. -16.08594)

Figur 7
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@ o
Nullpunktintervall(T(x), —1.14318, 1.44072)
@
= C - (2.76126, 0)
@) D — (7.33311, 0)
Ekstremalpunkt(T)
@
= G - (2.76126, -16.08594)
@) H = (7.33311, 4.5043)
® Ekstremalpunkt(T’(x), —0.83152,10.12638)
= E - (4.68792, 6.94023)
T =T
T2 TR

@  F = (9.89542, -6.61662)

Figur 8
Oppgave 2 (6 poeng)
a)
La
A=Areal av rektangelet
O= omkrets av rektangelet
x= bredden av rektangelet
y=lengden av rektangelet
A=zx-y
O=2x+y
80 =2x 4y
y =80 — 2z
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Vi lager oversikt i Excel:

il E C
1 Bredde(x] Lengde(w) Areal
2 1 73 7a
3 2 76 152
d 3 74 222
g5 4 i 238
G 5 7 350
T B B3 403
a 7 BE 462
3 a B4 512
10 9 B2 553
1 ] G0 G000
12 n ] 633
13 12 ] BV
14 13 a4 702
15 | 14 52 728
16 15 i a0
17 & 43 7R3
13 7 a6 73z
13 13 44 792
20 13 42 738
21 20 a0 200
22 21 34 798
23 22 36 32
24 23 34 a2
25 24 32 7B
26 25 an a0
27 26 24 728
2a 27 26 702
23 2d 24 B72
an 29 22 6332
1| a0 20 G000
32 A 13 553
33 a2 16 512
a4 a3 14 462
35 34 12 403
36 ] 0 350
ar 36 a 280
33 a7 B 222
33 ad 4 152
40 29 2 74
41 a0 1] 0
Figur 9
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it = C
1 | Bredde[x] Lengde| ] Areal
2 1 =80-2742 =Bza2
32 =80-2743 =B3"A3
d4 |3 =80-2"44 =B4=a4
5 4 =80-2745 =B5ah
6 |G =80-2"AB =BE~AR
T 6 =80-2747 =B7y=a7
g |7 =80-2748 =BE~ag
9 8 =80-2=4A9 =B5=A9
o |3 =80-2=410 =B10=A10
11|10 =80-274T1 =B1T"AT
1z (M =80-27472 =B12=AT12
13 |12 =80-2"413 =B13A13
19 |13 =80-27474 =B14=414
15 |14 =80-27475 =B1"A15
1B |15 =80-2"476 =B16=A16
17 |16 =80-2=417 =B1Fat17
13 |17 =80-2"473 =B13=A18
13 |18 =80-2"419 =B13~4159
20 (19 =80-2"520 =B20ma20
21 |20 =80-27421 =BT
zz |21 =B0-2mh22 =Bzz2ma22
23 |22 =80-27 523 =Bz 823
2d |23 =80-2"424 =BZ4™a24
25 |24 =80-2"425 =Bz5"a25
26 |25 =80-2"426 =BZE"A25
27 |26 =80-27527 =BZ7ra27¥
28 |27 =80-27528 =Bzamaz2a
29 |28 =80-2=429 =BZ9"A29
30 |29 =80-2"430 =Ba0ma3n
1 |30 =80-27431 =Ba1rAa3
32 |3 =B0-2=432 =B32~a32
33 |32 =80-2"533 =B33"a33
ad |33 =80-27434 =B34=a34
35 |34 =80-2"435 =B25"435
36 |35 =80-2"436 =BaE~A36
37 |36 =80-2=437 =Ba7=a3v
8 |37 =80-27438 =B28ma33
33 |38 =80-2"439 =B35"439
40 |39 =80-2" 440 =B40ma40

=80-27 441 =BaT A1

41 140

Figur 10: Med formler

Fra tabellen ser vi at nar bredden er 20m og lengden er 40m (dvs. lengden er dobbelt sa

lenge som bredden) er arealet stgrst pa 800m?. S& Herman pastand er riktig.

Vi kan bruke programmering til a vise det samme:
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3]: def ArealRektangel(b):# Funksjon som skal regene arealet av rektangelet

#b: bredden av rektangelet
1=86-2*b # Lengden av rektangelt
A=1*b # Arealet av rektangelet
return [A,b,1] # Output av funksjonen var

b=6

AListe=[] # Liste med areal av rektangelt

print('Areal\t Bredde\t Lengde')

print('---------------om--- ")

while 80-2*h>=0: #kjgre bare nar lengden er null eller positivt

print(ArealRektangel(b))
AListe.append(ArealRektangel(b))

b=b+1

print(max(aListe)) # Print stgrst verdi for areal med tilhgrende lengde og bredde

Figur 11: Kode

Areal Bredde Lengde

[@, @, 80]

[78, 1, 78]
[152, 2, 76]
[222, 3, 74]
[2388, 4, 72]
[350, 5, 78]
[408, 6, 68]
[462, 7, 66]
[512, 8, &4]

[78, 39, 2]
[, 4e, o]
Stgrst verdl for areslet av rekatnegelet er : [8@6, 20, 48]

Figur 12: Resultatet av a kjore koden
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b)

Vi vinner funksjonsutrykket slik:

A=zx-y

O=2r+y
80 =2x+vy
y=80—2x

A=x-(80—2x)

vi bruker graftegner i Geogebra til a tegne grafen til funksjonen og bruker kommando Eks-

tremalpunkt(polynom) for & finne topppunktet til funksjonen.

1000

800

600

400

200

@ AKX =x(80-2x), (x>0)

B = Ekstremalpunkt(A)

= (20, 800)

Figur 13

Arealet av rektangelet(m”2) ACSH —_éh

B = (20, 800)

() = Dersom(z >0,z (80 —2x))  Bredden\av rektangelet(m)

-200

5 10 15 20 25 30 35 \ 45 50

Figur 14
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Vi ser at arealet av omradet er stgrst nar bredden er 20m og lengden er da 80—2-20 = 40m.Sa
Arealet er storst nar lengden er dobbelt s& mye som bredden. Dermed er pastanden til Herman

Salnl.

Oppgave 3 (4 poeng)

Vi tegner linjestykken BD og figuren blir delt opp til to trekanter ABD og BCD.

C

Figur 15

Vi regner arealet av den rettvinklete trekanten AABD (rad 1) ved & bruke at

grunnlinjen - hyden
2

Areal av en trekant =

. Vi regner lengden av siden BD ved & bruke Pytagoras setning i trekanten AABD (rad 2)
og velger kun den positive lgsningen (BD = 2 -1/34).

Vi bruker cosinussetning til & regne vinkelen ZABD (rad 3), sa bruker vi arealsetning for a
regne arealet av trekanten ABC'D med utgangspunkt i vinkelen /DBC = ZDBC — ZABD
(rad 4).

Vi legger de to arealene sammen for a fa arealet av figuren (rad 5). Arealet av figuren er
A = 50,27
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10%6
2

= A;:= 30
5 6°+ 10> = DB?

Los: {DB = _2+/34,DB=2 \/ﬁ}

1 A]_Z:

2
368 =10+ (2v/34) —2.10-2 V34 cos(w)

NLos: {u=30.96376}

1
4 A= 7 5-.2.4/34 -sin(75° — 30.963767)

= A; := 20.26586
5 A=A+ A
= A := 50.26586

Figur 16

Oppgave 4 (6 poeng)
a)

Bredden av hvert rektangel er 1 og derfor arealet av hvert rektangel er funksjonsverdi i venstre

ende . Vi bruker Geogebra algebrafelt til & regne arealene av rektanglene og summen av dem:

) = ¢ (x+1) (x—6)

11 = {f(0),f(1),f(2),f(3),f(4),f(5)}

~{4, 5.55556, 5.33333, 4, 2.22222, 0.66667}

A = 1£(0)+1f(1)+1f(2)+1f(3)+1F(4)+1f(5)

~21.77778

Figur 17

Arealet av rektanglene til sammen er 21,78
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b)

En kode som kan brukes er:

def f£(x):
return (1/9) * (x + 1) * (x - 6)*+x2 # Definerer funksjonen f

x_min = O # Minste x-verdil

x_maks = 6 # St rste x-verdi

n = 6000 # Antall rektangler

bredde = (x_maks - x_min) / n # Beregner bredden til hvert rektangel

totalt_areal = 0

for i in range(n):
x = x_min + 1 * bredde # Beregner x-verdien for hvert rektangel
h yde = f(x) # Beregner h yden til hvert rektangel
areal = bredde * h yde # Beregner arealet av hvert rektangel

totalt_areal += areal # Legger til arealet 1 totalt_areal

print ("Totalt areal:", totalt_areal)

Vi kan lage en kode ved bruk av arange og sum fra numpy biblioteket:

import numpy as np

def f(x):
return 1/9*x(x+1) *(x-6) **2 # Definerer funksjonen f
x_min= O # Minste x-verdi
x_maks = 6 # St rste x-verdi
n=6000 #Antall rektangler
bredde = (x_maks-x_min)/n # Bredden av hvert rektangel

Rektangler=[]

for i in np.arange(x_min,x_maks,b bredde):
ArealRektangel=f (i) *bredde # Regne arealet av hvert rektangel
Rektangler.append (ArealRektangel) # Legge alle arealene i listen
Rektangler

print ("Totalt areal:",np.sum(Rektangler) )
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b)
Vi kjorer kodene fra oppgave b og far at arealet blir omtrent 20:
def f(x):
return (1/9) * (x + 1) * (x - 6)**2 # Definerer funksjonen f
x min = @ # Minste x-verdi
x_maks = 6 # Stgrste x-verdi
n = 6000 # Antall rektangler
bredde = (x maks - x min) / n # Beregner bredden til hvert rektangel
totalt_areal = @
for i in range(n):
X = x min + 1 * bredde # Beregner x-verdien for hvert rektangel
hgyde = f(x) # Beregner hgyden til hvert rektangel
areal = bredde * hgyde # Beregner arealet av hvert rektangel

totalt_areal += areal # Legger til arealet i totalt_areal

print("Totalt areal:", totalt areal)

Totalt areal: 20.001999777777893

Figur 18
: |import numpy as np

def f(x):

return 1/9%*(x+1)*(x-6)**2 # Definerer funksjonen f
X _min= @ # Minste x-verdi
X _maks = 6 # Stgrste x-verdi
n=6000 #Antall rektangler
bredde = (x_maks-x_min)/n # Bredden av hvert rektangel

Rektangler=[]
for i in np.arange(x_min,x_maks,bredde):
ArealRektangel=f(i)*bredde # Regne arealet av hvert rektangel
Rektangler.append(ArealRektangel) # Legge alle arealene i Listen Rektangler
print("Totalt areal:",sum(Rektangler) )

Totalt areal: 28.801999777777893

Figur 19
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Oppgave 5 (4 poeng)

SB =SA=r radiusisirkelen = trekanten AABSer likebeint trekant

LSAB = ZABS = 30° = ZBSA =180 — 30 — 30 = 120°
£BSC+ ZBSA+ ZASC = 360°
90° 4 120° + LASC = 360°
ZASC = 360° —90° — 120° = 150°
Vi regner arealet av trekanten ASBC' (rad 1) ved & bruke at

grunnlinjen - hgyden
2

Areal av en trekant =

Vi bruker arealsetning for a regne arealet av trekanten AABS med utgangspunkt i vinkelen
/ZBSA = 120° (rad 2) . Samme gjelder trekanten AASC med utgangspunkt i vinkelen
LASC = 150° (rad 3) . Vi legger de tre arealene sammen for & fa arealet av trekanten
AABC og lgser ligningen AABC = 2 /3 +6 for r (rad 4 og 5). Den cksakte verdien av r blir
r=2+/72 (rad 5).

rer
ArealSBC : = —
realSBC 2

1,

— ArealSBC = 2 r

ArealABS = % rr sin(120°)

— ArealABS := % 32

ArealASC := % rr sin(150°%)

— ArealASC := % r?

ArealABC := ArealSBC + Areal ABS + ArealASC
1
— ArealABC := a r? (\/§ + 3)

5 ArealABC = 2V3+6
Los: {r: —2+2,r=2 \/5}

Figur 20
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Oppgave 6 (6 poeng)
a)

Vi skriver funksjonsuttrykket i algebrafelt i Geogebra og bruker kommando Ekstremalpunkt(polynom)

for a finne topp-og bunnpunkter:

@ fx)=x-3x+2

Ekstremalpunkt(f) :
= A= (0 02)
O B = (2,-2) :
Figur 21
/ B[R i ik - SR
A=(0,2)
5 -1 -05 0 0.5 15 2 25 3 i
5 B z4/(2, -2)
Figur 22

Fra grafen ser vi at topppunktet er (0,2) og bunnpunktet er (2, —2)

b)

Vi ser at funksjonen f som mangler fgrstegradsledd har et topppunkt som ligger pa y-aksen.

La oss se pa funksjon av tredegrad som kun har tredjegradsledd:
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h(x) :=ax°

— h(x) := a x3

2 h(x) =20

Figur 23

Vi ser at den ikke har ekstremalpunkter uansett verdien av a. Den deriverte er null i et punkt
x = 0 og punktet er et terrasepunkt siden den deriverte skifter ikke fortegn.

La oss se pa funksjon av tredjegrads som kun mangler forstegradsledd: Vi ser at den har et
toppunkt (hvis d er positivt) eller et bunnpunkt (hvis d er negativt) som ligger pa y-aksen

(x=0) og et annet ekstremalpunkt ogsa.
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g(x):=ax’+bx*+d
— g(x) := ax>’+bx?+d

g(x) =0

b
Las: {1= -2 -ﬁ,x = U}
g(HgyreSide($8, 1))
7 4b3+27a%d
27 a2
g(HgyreSide($8, 2))

- d

Figur 24

La oss se pa funksjon av tredegrad pa generell form:

k(x) —ax+bx¥+tcx+d

10
- k(x) :=ax®*+bx®’+cx+d
K(x) =10
"
—+v—3ac+bZ—b v—3ac+bZ—b
Los: X = SX =
3a 3a
ByttUt($11,c = 0
o ( )
__—lbl=b __bl—b
- ~ 3a "7 3a
. ByttUt($11,b = 0)
{x_—\/—ac x_\/—ac}
V3a ’ V3 a
14 ByttUt($11,b = 0,c = 0)
— {x=0,x=0}
Figur 25
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1. Nar tredjegradsfunksjonen mangler fgrstegradsledd (¢=0), har den to ekstremalpunkter

og en av dem er pa y-aksen (x=0).

2. Nar tredjegradsfunksjonen mangler andregradsledd (b = 0) , har den to ekstremalpunk-

ter men ingen av dem ligger pa y-aksen (rad 13).

3. Nar tredjegradsfunksjonen mangler bade forste og andregradsledd (c=0 og b=0), har

den et terrasepunkt som ligger pa y-aksen og ingen ekstremalpunkter (rad 13).

4. parameteren d har ikke innvirkning pa eksistens av ekstremalpunkter, men den pavirker

y-verdien til ekstremalpunkter (rad 11, rad 15 og 16).

k(HgyreSide($11, 1))
1 2b°+272%d-9abc+(2b?—6ac) VBT _3ac
27 a?
k(RightSide(511, 2))

1 1 2p*+272d—9abc+(—2b2+6ac) VBT —3ac

27 a2

Figur 26

Sa Trym-regel gjelder kun nar tredjegradsfunksjonen ikke har fgrstegradsledd men har andre-
gradsledd .
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