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[ DEL 1 (Uten hjelpemidler)

Oppgave 1 (2 poeng)

3a2\* [a2b\ " B (3a%)®  (a2b7°)""
26) T\ 4 (28?4t
3at a?- b
T2 4l
32. g4 42 P
141
9-a-b°
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9-a?-b°  9a®

S 1-b-B5 b

Oppgave 2 (2 poeng)

2In(e’) =2-3-In(e) =2-3-1=6

. 3
3ln2: In2 :€1n8:8

e
3lg(70) =3 -1g(7-10) =3 - (Ig(7) + 1g (10))
=3-(lg(M+1)=3-1g7+3

lg (1) <lg7 < lg(10)
0<lg7<1=3-1g(70) <6

Ut fra analysen over kan vi skrive tallene i stigende rekkefglge slik:

e

3-1g70, 2Ine®, 3172

Oppgave 3 (4 poeng)
a)

Det er 6 mulige utfall for hver terning, s det er totalt 63 = 216 mulige utfall for tre terninger.
Det er 6 muligheter for a velge antall gyne pa forste terning og 5 for andre og 4 for tredje.
Antall gunstige utfall blir da 6 -5 -4

antall gunstige utfall 6-5-4

s lighet = - -
annsynitgne antall muligeutfall 6

6-5-4
6 6

Y -4
-6 - 6

5
=
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Det er 56% sannsynlighet for at ngyaktig to terninger viser samme antall gyne.

b)
Antall mulige utfall er gitt ved 6° = 216
Antall gunstige utfall:

Det er 6 muligheter for a velge det fgrste tallet og 1 mulighet for a velge det andre tallet.
Det tallet som skal veere forskjellig kan velges pa 5 mater. Men alle tre tall kan bytte plass,
sa vi ma multiplisere med 3. La oss kalle de to tallene som er like for x, og det tallet som er
forskjellig for y. Da har vi:

(z,2,y)

(z,y, )

(y,z,z)
Et eksempel nar z = 1, og y kan da ha verdiene 2, 3,4, 5, 6:

(17172>77(17173)77(17174)77(17 ]‘75)?7<17]‘76)
(172’ 1)77(1737 1)77(1747 1)”(]‘757 1)’7(]"67 ]‘)
(27 ]'7 1)77(37171)77(47171)77(57 17 1)77<67 ]‘7 1)

Sannsynligheten da blir:

3-6-5:3-.6-5:§:i:£:()’42
63 6-6-6 66 2-6 12

Det er 42% sannsynlighet for at ngyaktig to terninger viser samme antall gyne.

Oppgave 4 (2 poeng)

En funksjon er kontinuerlig i et punkt hvis grenseverdien fra hgyre er lik grenseverdi fra
venstre (m.a.o. grenseverdien eksisterer) og den er lik funksjonsverdien i punktet. Denne
funksjonen er kontinuerlig overalt (begge delene er polynomer) men vi mé sjekke kontinuitet

i delingspunktet(x=1).
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lim (x) = lim f () = f (1)
xli}rﬂf(x):l—lzo
lim f(z)=1"+3-1—a’>=4—a

r—1—
f(1)=1-1=0
4—a?=0=>da>=4=0a=+V4=+2

a ma veere enten 2 eller —2 for at funksjonen skal veere kontinuerlig.

Oppgave 5 (2 poeng)
a)

Nar programmet kjores regnes det hvilken produksjonsmengde x gir grensekostnaden pa 200

kr per enhet. Vi kan regne den slik:

K'(z) =2-0,1z + 100
= 0,2z + 100
K' (z) = 200

0,2z + 100 = 200
100-10  100-10 1000

0210 2 g W

0,2z =100 =z =

Kostnaden gker med 200 kr nar bedriften gker produksjonsmengde fra 500 til 600 enheter.

' DEL 2 (Med hjelpemidler)

Oppgave 1 (6 poeng)
a)

Vi legger punktene i et regneark i geogebra, lager liste med punkter sa bruker vi polynom
regresjon av grad 2 som gir oss kostnad funksjon K (x). Vi definerer inntektfunksjon i CAS

(rad 1) og overskudd er definert som inntekt minus kostnad (rad 2).
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A
1 Antall sofaer

2 10
3 25
4 40
3 70
6 100
T 140
8 180

Antall sofaer

)

B

Produksjonskostnader (i tusen kroner)

Figur 2

@ Produksjonskostnader (i tusen kroner)

270
550
870
1500
2200
3300
4500

11 = {(A2, B2), (A3, B3), (A4, B4), (A5, B5), (A6, B6). (A7, BT), (A8, B8)}

= {(10, 270), (25, 550), (40, 870), (70, 1500), (100, 2200), (140, 3300), (180, 4500)}

K(x) = RegPoly(I1,2)

= 0.041 % + 17.05 x + 102.695

1 I(x):=28x
® I(x) := 28 x

2 O(x) = 1(x) K(x)
@

Grafene til kostnads-, inntekt - og overskuddsfunksjonene er vist under:

Figur 3

Figur 4

=~ 0(x) := —0.041 x* + 10.95 x — 102.695
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—4000

Figur 5

b)

Vi bruker graftegner til & tegne grafene til kostnads-, inntekts- og overskuddfunksjonene sa

bruker kommando Ekstremalpunkt (funksjon) for & finne toppunktet (se utklippene under).

@ °

A = Ekstremalpunkt(O(x))

O

= (133.546, 628.5)
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8000

7000

6000

5000

4000

3000

2000

1000 A = (133.546, 628.5)

Antall sofaer

-80 -60 -40 > 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

K= -1000

-2000

Figur 6

Bedriften ma produsere 134 sofaer for at overskuddet skall veere storst.

¢)

Vi lager en ny inntektsfunksjon (rad 4) og setter prisen ukjent lik p s& lager vi en ny over-
skuddsfunskjon (rad 5). Vi lgser ligningene i rad 6 (overskudd er 1000 tusen kroner) og rad 7
(Overskuddet er stgrst) sammen og da far vi at prisen mé veere minst pa 30,497 tusen kroner

for at overskuddet skal veere pa 1 million.

3

" hi(x) == px
= Iy(x) :=px
01(x) == li(x) — K(x)
= 0q(x) := —0.041 x* + p x — 17.05 x — 102.695

1000000
5 01 = 1500

= px—0.041 x> — 17.05 x — 102.695 = 1000
Derivert(O;(x)) = 0
= p—0.082x—-17.05=0
8 L#s({36,37}, {p,x})
= {{p=30.497,x = 163.999}, {p = 3.602,x = —163.999}}

Figur 7
Vi kunne ogsa lgst oppgaven ved a lage en glider for prisen p og endre den til overskuddet
blir tusen (altsd 1 million siden alt er oppgitt i tusen kroner).

Page 7



S1 Eksamen H2023 LK20-Lgsningsforslag Farhan Omar

O p =305 :
0 @)= 5 (»

o 0y(x) = —0.041 52 — 17.05 x + p x — 102.695 £
= —0.041x* —17.05 x 4 30.5 x — 102.695

® A = Ekstremalpunkt(O;)

= (164.024, 1000.369)

Ofi tusen kroner)

A= (164.024, 1000.369)

Antall sofaer
0 50 100 150 200 250 300 350 400

-1000

Oppgave 2 (6 poeng)
a)
Det er binomisk fordeling fordi
1. vi har to mulige utfall (venstrehendt eller ikke venstrehend ) for hver person.

2. det at en person er venstrehendt eller ikke venstrehendt pavirker ikke at neste person
er det.

3. sannsynligheten for & veere venstrehendt er det samme for hvert individ.

Vi bruker sannsynlighetskalkulator i geogebra:
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e Binomisk fordeling ~ n 280 p 01
100
P25 =X )= 0.7528

Figur 8

Sannsynligheten for at minst 25 av guttene er venstrehendte er 75%

b)

Vi tester med ulike tall for antall gutter i klassen via sannsynlighetskalkulator i geogebra til

sannsynligheten blir 20%:

/" Binomisk fordeling ~ n 15 p 01
100
p( 3 <X )= 0.1841
Figur 9: n=15
/' Binomisk fordeling - n 16 p 01
101X
P( 3 =X)= 02108

Figur 10: n=16

Fra utklippene over ser vi at nar det er 15 gutter i klassen er sannsynligheten for at minst tre
av dem er venstrehendte er 18,41%. Vi tester derfor med n = 16 og da blir sannsynligheten

21,08%. Det mé veere minst 16 gutter i klassen.

Vi kan bruke ogsa Python for a lgse oppgaven:
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from scipy.stats import binom

L =

n=1

p = 68.1

Sannsynlighet=8.2 # @nsket sannsynlighet

X =3

v 7/ while {1 - binom.cdf(X - 1, n, @.1))<Sannsynlighet:
8 n=n+1

print{n}

[ T i B =

Figur 11

I linje 5 regner vi P(X >3) =1—- P(X <2)

c)
Forst ma vi regne ut sannsynligheten for at et menneske er venstrehendt uavhengig om det

er mann eller kvinne.

sannsynligheten for at et menneske er venstrehendt=P(mann) - P(venstrehendt gitt at det

er mann) + P(kvinne)- P(venstrehendt gitt at det er kvinne)

=50% - 10% + 50% - 8% = 0.5-0.1 4+ 0.5 - 0.08 = 0.09

Vi bruker sannsynlighetskalkulator i geogebra:

S Binomisk fordeling ~ n 30 p 0.09

101 ¢

P( 3 =Xz 3 )= 0.2319
Figur 12
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Fra utklippet over ser vi at sannsynligheten for at tre av elevene i klassen er venstrehendte

er 23.19% .

Oppgave 3 (6 poeng)
a)
Vi har

Ny Verdi = Gammel Verdi - Vekstfaktor®m/all perioder
N=G-V"

Vi bruker Cas. Vi finner forst vekstfaktor (rad 2) sa lgser vi ligningen for G' og finner at han
ma sette 23682,277 kr i banken na for a fa 30000kr i banken om 8 ar.

1 a)
3
1 -
100
= 1.03

3 G-1.03% = 30000
NLos: {G = 23682.277}

Figur 13

b)

La f(t), g(t) veere funksjoner som gir oss hvor mye penger Per og Kare har pa konto etter t ar
respektivt. Vi finner skjeering mellom grafene til begge funksjonene og linjen y = 2-23682, 277

via graftegner i geogebra.
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b)

®

O f(t) = 23682.277 - 1.03"

@

g(t) = 23682.277 - 1.06"

. h:y = 2.23682.277

A = Skjaering(g, h, (11.896, 47364.554))

= (11.896, 47364.554)
o B = Skjering(f, h, (23.45, 47364.554))
= (23.45, 47364.554)
Figur 14
o005 €Nger | kroner A C * :

55000

50000
_A=(11.896, 47364.554)

BCS

B=(23 45@

4501

4001

3501

3001

2500C

tid | &r

Figur 15

26

Fra utklippene ser vi at belgp til Per fordobler seg etter 23,45 ar mens til Kare etter 11,896

og
211,896 = 23.792 + 23, 45

Over har vi antatt at de hadde 23682, 277 Kr hver pa konto i starten.
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Vi kunne ogsa lgst oppgaven ved & bruke betingelse sjekking i geogebra (rad 11) eller pa
generell basis (start belgpet er ukjent B) (rad 8,9,10):

4 b)

f(t) :=B-1.03
° f(t) := (E)t B
- "~ \ 100

[v)
6 142
* 100

1.06
g(t) =B - 1.06"

L e = (:_[3;)3

8 Les(f(t) = 2 B.t)
= {t=23.45}

9 Les(g(t) = 2B,t)

{t = 11.896}

10 11.896-2
23.792

f(2t) L g(t)

false

11

Figur 16

c)

Jeg forstar at oppgaven ber oss om a finne nar Per og Kare til sammen skal ha dobbelt sa

mye pa konto som de til sammen satte pa konto i starten. Jeg lar belgpet de satte pa konto
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i starten veere B og da ma vi lgse ligningen:

g(t)+g(t) =2B + 2B
B-1.03'+ B-1.06"' = 4B
1.03" + 1.06" = 4

12 )

13 Les(f(t) +g(t) = 2B+ 2B,t)
- {7}

14 1.03" +1.06" = 4
NLes {t=15.243}

Figur 17

CAS vil ikke lgse fgrste ligningen og derfor matte jeg forenkle den fgrst. Fra utklippene i ser
vi at det vil ta litt over 15 ar for at Per og Kare skal ha dobbelt & mye penger pa konto som

de hadde pa konto i starten.

Oppgave 4 (6 poeng)

a)
Vi kan bruke denne koden

2 from random import randint

3 N=1eeeeee # antall forsegk

4 gunstige=8

5 for i in range(N):

: a=randint(1,6) # Tering 1 (vi fdar et

b=randint(1,6) #Tering 2

c=randint(1,6) # Tering 3

d=randint(1,6) # Tering 4

e=randint(1,6) # Tering 5

if a==b or a==c or a==d or a==e or b==c or b==d or b==e or c==d or c==e or d==e: # minst to antall pyne er Like
gunstige=gunstige+l # Summere antall gunstige utfall

tilfeldig tall mellom 1 og 6 inkludert 1 og 6)

4 print(gunstige/N) #regne sannsynlighet (gunstige/mulige)

@.987643

Figur 18

eller denne som kjgrer fortere:
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x
[y

from itertools import product

# Alle mulige kombinasjoner av gyne pa 5 terminger
MuligeUtfall = list(product{range(l, 7), repeat=5))

# Antall gunstige utfall (Minst to terning viser samme antall gyne)
GunstigeUtfall= sum(1l for utfall in MuligeUtfall if len(set(utfall}) <5)

CO Y T T ST Iy ]

ga

# Totalt antall utfall
18 AntallMuligeUtfall = &**5

[T+

12 # Sannsynligheten for at minst to terninger viser samme antall gyne
12 Sannsynlighet = GunstigeUtfall/AntallMuligeUtfall

15 print{f"Sannsynlighet for minst to terninger viser samme antall e¢yne: {Sannsynlighet:.4f}"}

Sannsynlighet for minst to terninger viser sammz antall gyne: 8.9874

Figur 19

b)

Vi kan bruke denne Python-koden:

x>
[y

from random import randint

N=16e@eaes # antall forsgk

gunstige=9

for i in range(N):
a=randint(1,6) # Tering 1 (vi fdr et tilfeldig tall mellom 1 og 6 inkludert 1 og 6)

b=randint(1,6) #Tering 2

]
[V I =R VA N

w~l

c=randint(1,6) # Tering
d=randint(1,6) # Tering
e=randint(1,6) # Tering
if atbtc+d+e »28: # sum av antallgyne er stgrre enn 20
gunstige=gunstige+l # Summere antall gunstige utfall

= @ o
o

PR

[TYy ¥

print(’Sannsynligheten for at X»2® = ',gunstige/N) #regne sannsynlighet (gunstig/mulige)

Sannsynligheten for at X»2@ = 8.221731

Figur 20

I linje 7 har jeg brukt Set som ikke godtar gjentakende verdier (duplikater) og derfor kan vi
bruke len () funksjon for & sjekke om to tall er like. Naturligvis hvis lengden av set er mindre

enn 5 da er det minst to gjentatte verdier.

c)
Vi lager en funksjon som gir oss sannsynlighet med k som input sa kjorer vi den mellom k=0

til K=30 som er stgrste sum for antall gyne pa 5 terninger:
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M 1 from random import randint
+ 2 def Sannsynlighet(k):
E # Alle mulige kombinasjoner av eyne pd 5 terninger
4 MuligeUtfall = list(product(range(l, 7), repeat=5))

6 # Antall gunstige utfall (Minst to terning viser samme antall dgyne)
GunstigeUtfall= sum(l for utfall in MuligeUtfall if sum{utfall) >k)

# Totalt antall utfall
18 AntallMuligeltfall = &%%5

12 # Sannsynligheten for at minst to terninger viser samme antall gyne
13 P = GunstigeUtfall/AntallMuligeUtfall
14 return P

* 16 for k in range(5*6+1):
1 if Sannsynlighet(k)>8.8 and Sannsynlighet(k)<@.9:
18 print ('Den stgrste verdien for k er' ,k,'og sannsynligheten er da ',Sannsynlighet(k))

Den sterste verdien for k er 13 og sannsynligheten er da @8.8479938271684930

Figur 21

Oppgave 5 (6 poeng)
a)
Vi lgser oppgaven i CAS:

La h sta for hgyden av kassen og s for sidelengde pa kvadratet i grunnflaten. Samlede areal
er arealet av grunnflaten + arealene av de 4 like sideflatene og dette skal veere mindre enn

eller lik 120 (se rad 1 og 2). Sterst volum er regnet i rad 3 og det er pa 118,75 dm?

52 +4.5h<120

19
Los: h < 2

2 %
= {h < 4.75}

3 VolumKasse := 5% - 4.75
= VolumKasse := 118.75

Figur 22
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b)

Vi definerer en samlede areal funksjon (rad 5), sd bruker vi at samlede areal < 120 dm? til &
regne hgyden uttrykt ved sidelengden i grunnflaten (rad 6). Deretter definerer vi en funksjon
for volumet av kassen uttrykt med s (rad 7) . Vi finner ekstremalpunkter for funksjonen og
far to lgsninger, men vi godtar kun den positive lgsningen (rad 8). Vi kan bekrefte at punktet
s = 6,325 er et toppunkt via andrederiverttest (rad 10). Det maksimale volumet kassen kan
fa er pa 126,491 dm? (rad 9)

4 )

Als):=s*+4sh
5

— A(s) :=s’+4hs

Afs) < 120
. (s) <

—s? + 120

Les {h = T}
7 V(s) := s* HayreSide($6,1)
O — V(S} = _41 53+3DS

8 Ekstremalpunkt(V)

- {[—2 V10, —40 v’l_n), (2 V10,40 \/ﬁ)}

g %8
= {(—6.325,—-126.491), (6.325,126.491)}

10 V”(z \/10)
- —3v10

Figur 23

c)

Vi bruker CAS til finne hgyden uttrykt ved sidelengden s (se rad 12) og definerer en ny
samlede areal funksjon A;(s) ved & bytte h i A(s).Vi deriver A;(s) og setter den lik null for
a finne bunnpunktet(rad 14). Vi bekrefter bunnpunktet ved bruk av andrederiverttest (rad
16). Det minste samlede arealet er 88,417 dm? (rad 15)
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11 c)

12

13
320

— Aq(s) 1= s* + -
1a AllS) = 0

Los {s=2«f’/ﬁ}
15 Ay(HgyreSide($14, 1))

= 080.417
16 A(HgyreSide($14, 1))

- b

Oppgave 6 (6 poeng)
a)

Pastanden er ikke sann. Den generelle formen pa en tredjegradsfunksjon er gitt i rad 1. Vi
ser at den kan ha maks 2 ekstremalpunkter fordi den deriverte er andre gradspolynom og
den kan ha enten et nullpunkt, 2 nullpunkter eller ingen i R avhengig av utrykket under
kvadratrot tegnet. Hvis utrykket under rottegnet er negativt er det ingen ekstremalpunkter,
hvis det er null har funksjon et terrasepunkt (se rad 5) og hvis det er positivt har funksjonen

et toppunkt og et bunnpunkt (rad 3).

Page 18



S1 Eksamen H2023 LK20-Lgsningsforslag Farhan Omar

F{x)::axs-bx2+cx+d

- f(x) := ax*+bx®+cx+d

(x
5 ()
— 3ax*+2bx+c
f(x) = 0
3 Les
x_—v—3ac+bz—b X_V—Bac—i—h!—b
- 3a T 3a
B Jac+h2>=0

Figur 24

Et enklere metode ville veert & komme med et moteksempel:

La f(z) veere oppgitt ved f(z) = 2. Den deriverte blir f'(x) = 22 > 0 er null i z = 0 men

skifter ikke fortegn der.Dermed har funksjonen ingen ekstremalpunkter og pastanden blir feil.

b)

Pastanden er sann. f(x) er et polynom av tredjegrads, da er den kontinuerlig og har R som
definisjonsmengde og verdimengde. En rettlinjey = ax + b har ogsa R som definisjonsmengde

og verdimengde , da ma de skjeere hverandre i minst et punkt.

c)

Pastanden er sann. Vi finner den dobbeltderiverte og setter den lik null i x = 3 og da finner
vi en sammenheng mellom a og b (rad 11). Vi bytter ut for a og sjekker likheten via geogebra

og ser at pastanden er riktig.
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9 ¢
f.f.f

10 (x)
— bax+2b
f(3) =0

1 (3)
L a—_—l
o5 =9
f'(1

19 (1)
— 3a4+2b+c
f'(5

13 (5)

— 15a+4+10b+4c

14 ByrtUt(f'(1),510) < ByttUt(f'(5), $10)

- true

Figur 25
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