
S1 EKSAMEN HØST 2023 LØSNINGSFORSLAG

Løsningsforslag til de fleste oppgavene er mer utfyllende enn det som kreves p̊a

eksamen, og er ment for å kunne gi litt mer læringsutbytte utover en ren fasit.
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DEL 1

Oppgave 1
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Oppgave 2

Vi starter med å forenkle uttrykkene hver for seg:

• 2 ln e3 = 3 · 2 ln e = 6 · 1 = 6

• 3 lg 70 = 3 lg(10 · 7) = 3(lg 10 + lg 7) = 3(1 + lg 7) = 3 + 3 lg 7

• e3 ln 2 = eln 2
3

= 23 = 8

Vi må n̊a finne ut om 3 lg 70 er større eller mindre enn 2 ln e3

lg 7 < lg 10 =⇒ 3 + 3 · lg 7 < 3 + 3 · lg 10 = 3 + 3 · 1 = 6 =⇒ 3 lg 70 < 2 ln e3

Uttrykkene i stigende rekkefølge blir da

3 lg 70 , 2 ln e3 , e3 ln 2
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Oppgave 3

Vi kaster 3 terninger og skal finne sannsynligheten for at alle terningene er

forskjellige. Denne sannsynligheten kan vi løse som

P (alle terninger er ulike) =
# gunstige

# mulige

#mulige er alle mulige kombinasjoner vi kan f̊a med 3 terninger, alts̊a er

#mulige = 6 · 6 · 6

#gunstige er alle gunstige kombinasjoner der terningene er ulike. Det betyr at

første terning har 6 muligheter, andre terning har 5 muligheter, og tredje terning

har 4 muligheter

#gunstige = 6 · 5 · 4

Da f̊ar vi til slutt sannsynligheten

P (alle terninger er ulike) =
# gunstige

# mulige
=

6 · 5 · 4
6 · 6 · 6

=
5 · 4
6 · 6

=
5

3 · 3
=

5

9

Her skal vi finne sannsynligheten for at nøyaktig 2 av 3 terninger er like.

Her må vi, i tillegg til å finne sannsynligheten for at 2 ternigner er like, ta hensyn

til antall måter dette kan skje p̊a. Dette kan vi enten gjøre manuelt

• terning 1 og 2 er like

• terning 1 og 3 er like

• terning 2 og 3 er like
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eller ved å betrakte dette mer analytisk. Antall måter to like terninger kan

forekomme, er antall måter 2 like terninger kan plasseres ut p̊a 3 plasser, alts̊a(
3

2

)
=

3!

2!(3− 2)!
=

3 · 2!
2! · 1!

=
3

1
= 3

N̊a som vi har tatt hensyn til antall måter 2 av 3 terninger kan være like p̊a, kan

vi se p̊a sannsynligheten for et spesifikt utfall der 2 av 3 terninger er like, for

eksempel at de to første terningene er like

Dersom de to første terningene skal være like, kan vi tenke p̊a følgende m̊ate: Den

første terningen har 6 mulige utfall, mens den andre terningenen kun vil ha ett

mulig utfall ettersom den skal være lik den første terningen. Den tredje terningen

skal være ulik de to første, og har derfor 5 mulige utfall.

Antall gunstige utfall blir da 6 · 1 · 5.
Antall mulige utfall er fortsatt 6 · 6 · 6
Sannsynligheten for at 2 av 3 terninger er like, er gitt ved

P (2 av 3 terninger er like) =
# gunstige

# mulige
= 3 · 6 · 5

6 · 6 · 6
=

5

12

Vi kunne ogs̊a ha løst denne oppgaven ved å se p̊a utfallsrommet

U = {0 like, 2 like, 3 like}

Fra dette ser vi at

P (0 like)+P (2 like)+P (3 like) = 1 ⇐⇒ P (2 like) = 1−P (0 like)−P (3 like)

der

P (0 like) = P (ingen like) =
5

9
og P (3 like) =

# gunstige

# mulige
=

6 · 1 · 1
6 · 6 · 6

=
1

36

Vi har dermed at

P (2 like) = 1− P (0 like)− P (3 like) = 1− 5

9
− 1

36
=

5

12
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Oppgave 4

La oss starte med å kalle f1(x) = x2 + 3x− a2 og f2(x) = x− 1 slik at

f(x) =

f1(x), x < 1

f2(x), x ≥ 1

Vi vet at f1(x) og f2(x) er kontinuerlige fordi de er polynomfunksjoner. Det er

derfor bruddpunktet x = 1 til f(x) som bestemmer om f(x) er kontinuerlig eller

ikke. Alts̊a må

lim
x→1

f(x) = f(1)

for at f(x) skal være kontinuerlig.

Siden f1(x) ikke er definert for x = 1, mens f2(x) er det, må alts̊a følgende være

oppfylt for at f(x) skal være kontinuerlig

lim
x→1

f1(x) = f2(1) ⇐⇒ lim
x→1

x2 + 3x− a2 = 1− 1

⇐⇒ 12 + 3 · 1− a2 = 0

⇐⇒ 4− a2 = 0

⇐⇒ a2 = 4

⇐⇒ a = ±2

f(x) er kontinuerlig dersom a = −2 eller a = 2
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Oppgave 5

Vi kjenner igjen uttrykket K(a+h)−K(a)
h som uttrykket til den deriverte. Vi husker

ogs̊a at K ′(x) kalles for grensekostnaden, alts̊a kostnaden for å produsere én

ekstra vare. Variabelen grense representerer da grensekostnaden, og programmet

finner alts̊a den x-verdien slik at grensekostnaden er 200 kr.
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For å finne denne x-verdien må først finne K ′(x)

K(x) = 0.1x2 + 100x+ 9000 ⇐⇒ K ′(x) = 0.2x+ 100

og deretter løse likningen K ′(x) = 200

K ′(x) = 200 ⇐⇒ 0.2x+ 100 = 200 ⇐⇒ 0.2x = 100 ⇐⇒ x = 500

N̊ar bedriften produserer 500 varer, koster det 200 kr å produsere én ekstra vare.
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DEL 2

Oppgave 1

Vi bruker regresjonsanalyse med en andregrads regresjonsmodell

Kostnadsfunksjonen blir da K(x) = 0.041x2 + 17x+ 103.

Produksjonskostnadene er oppgitt i tusen kroner, og vi må derfor oppgi

salgsinntektene i tusen kronerogs̊a. Møbelfabrikken selger sofaene for 28 000 kr

per stykk, og inntektsfunksjonen blir derfor I(x) = 28x

Overskuddet blir dermed

O(x) = I(x)−K(x) = 28x− (0.041x2 + 17x+ 103) = −0.041x2 + 11x− 103
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For å finne størst mulig overskudd m̊a vi finne toppunktet til O(x). Det kan vi

gjøre p̊a to måter:

(1) Ved å bruke ekstremalpunktkommandoen i CAS

(2) Ved å løse O′(x) = 0 i CAS

Vi ser at svarene blir de samme, nemlig x = 134.

Men vi m̊a bruke andrederiverttesten for å bekrefte at ekstremalpunktet vi fant,

faktisk er et toppunkt

O′′(134) < 0 =⇒ x = 134 er et toppunkt.

Overskuddet er størst n̊ar fabrikken produserer og selger 134 sofaer.
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Vi husker at kostnad, inntekt og overskudd regnes i tusen kroner, og overskuddet

p̊a 1 million kroner kan derfor skrives som 1000.

Vi skal alts̊a ha at O(x) = 1000, men n̊a skal vi sette salgsprisen s̊a lavt som

mulig. Det betyr at inntekten n̊a vil være gitt ved

I(x) = p · x , der p er prisen p̊a sofaen

med K(x) = 0.041x2 + 17x+ 103 blir n̊a overskuddet

Vi ønsker n̊a at prisen p skal være slik at det maksimale overskuddet skal være

1000. Alts̊a må vi først løse O′(x) = 0 med hensyn p̊a x, for å finne det antallet

sofaer som maksimerer overskuddet

Vi vet alts̊a n̊a at det maksimale overskuddet inntreffer n̊ar antall produserte og

solgte sofaer er gitt ved x = 12.195p− 207.317.

Setter vi dette inn i O(x) f̊ar vi uttrykket til det maksimale overskuddet, uttrykt

ved salgsprisen p
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Og til slutt kan vi n̊a løse Omaks = 1000 for å finne den laveste prisen som gir 1

million kroner i overskudd

Da f̊ar vi to priser p1 = 3.55 og p2 = 30.45

Setter vi prisene inn i uttrykket for antall solgte sofaer f̊ar vi

x1 = 12.195 · 3.55− 207.317 = −164

x2 = 12.195 · 30.45− 207.317 = 164

Vi ser at p1 = 3.55 gir at det må produseres og selges et negativt antall sofaer,

mens p2 = 30.45 gir et postivt antall. Det er derfor kun prisen p2 = 30.45 som er

en gyldig pris.

Den laveste prisen fabrikken kan ha dersom overskuddet skal være

1 million kroner, er 3 045 kr per sofa.
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Oppgave 2

Vi f̊ar vite at

P (gutt er venstrehendt) = 0.10 og P (jente er venstrehendt) = 0.08

Videre kan vi definere hendelsene

X : antall gutter p̊a skolen som er venstrehendte

Y : antall jenter p̊a skolen som er venstrehendte

Det første vi må gjøre før vi kan regne p̊a sannsynligheten er å fastsl̊a at dette er

en binomisk fordeling. Dette vet vi fordi

(1) En gutt er enten venstrehendt (suksess) eller ikke (ikke-suksess)

(2) P (suksess) = 0.10 og P (ikke-suksess) = 1− 0.10 = 0.90

(3) Om en gutt er venstrehendt eller ikke, er uavhengig av de andre

I denne oppgaven skal vi alts̊a finne P (X ≥ 25), og det kan vi gjøre med

sannsynlighetskalkulatoren i GeoGebra

Sannsynligheten for at minst 25 gutter p̊a skolen er venstrehendte, er 0.7528
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For å finne ut av hvor mange gutter det m̊a være i en klasse for at

P (X ≥ 3) > 0.20, kan vi øke n i sannsynlighetskalkulatoren helt til

sannsynligheten bikker 0.20

Her ser vi at det m̊a være 16 eller flere gutter i en klasse for at det skal

være mer enn 20% sannsynlighet for at minst 3 gutter er venstrehendte.

For å finne sannsynligheten for at nøyaktig tre elever i klassen er venstrehendte,

må vi først finne sannsynligheten for at tilfeldig elev er venstrehendt.

Sannsynligheten for at gutter og jenter er venstrehendte har vi allerede f̊att

oppgitt i oppgaven, og sannsynligheten for at en elev er gutt eller jente, er rett og

slett andelen av gutter og jenter i klassen.

Vi har derfor

P (gutt er venstrehendt) = 0.10 P (gutt) = 13
30

P (jente er venstrehendt) = 0.08 P (jente) = 17
30
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For å finne sannsynligheten for at en tilfeldig elev er venstrehendt, må vi

multiplisere sannsynligheten for at en gutt er venstrehendt med andelen gutter i

klassen, og multiplisere sannsynligheten for at en jente er venstrehendt med

andelen jenter i klassen, og deretter legge dette sammen.

Dette gir oss

P (V ) = P (gutt er venstrehendt) · P (gutt) + P (jente er venstrehendt) · P (jente)

= 0.10 · 13
30

+ 0.08 · 17
30

= 0.089

N̊a som vi har funnet sannsynligheten for at en tilfeldig elev er venstrehendt, kan

vi beregne sannsynligheten for at nøyaktig 3 elever i klassen er venstrehendt

Det er 23.1% sannsynlighet for at nøyaktig 3 elever i klassen er venstrehendte.
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Vi kunne ogs̊a ha løst oppgaven ved hjelp av programmering

16

https://www.realfagsportalen.no


Oppgave 3

Verdiutviklingen p̊a kontoen til Per er gitt ved

P (x) = b · 1.03x , der b er startbeløpet p̊a kontoen.

For å finne ut hvor mye Per m̊a sette inn p̊a kontoen for å ha 30 000 kr etter 8 år,

må vi løse

P (8) = 30000

Per må sette inn 23 682.3 kr p̊a
kontoen for å ha 30 000 kr om 8 år

Per sin konto har en vekstrate p̊a 1.03, og K̊are sin konto har en vekstrate p̊a 1.06.

For å finne doblingstiden til Per og K̊are, m̊a vi derfor løse

1.03x = 2 og 1.06x = 2
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Doblingstiden til Per er 23.45 år, mens
doblingstiden til K̊are er 11.896 år.

23.45

11.896
= 1.971 ̸= 2

Det tar ikke nøyaktig dobbelt s̊a lang tid før beløpet Per har p̊a konto,

har doblet seg, som det tar før beløpet K̊are har p̊a konto har doblet seg

Siden det er prosentvis vekst har ikke startbeløpet noe å si for doblingstiden. Vi

kan derfor se helt bort i fra stratbeløpet til Per og K̊are, og istedenfor kun se p̊a

vekstfaktorene slik at

P (x) = 1.03x og K(x) = 1.06x

Det samlede beløpet Per og K̊are har p̊a konto til sammen blir da

B(x) = P (x) +K(x)

Vi løser B(x) = 2 ·B(0) for å finne doblingstiden Per og K̊ares samlede kontoverdi

Det tar 15.2 år før Per og K̊ares
samlede kontoverdi har doblet seg.
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Oppgave 4

Vi skal alts̊a finne P (minst 2 like terninger).

Hvis vi ser p̊a utfallsrommet for antall like terninger ved kast av 5 terninger

U =
{
0 like, 2 like, 3 like, 4 like, 5 like

}
ser vi at

P (minst 2 like) = 1− P (0 like)

Vi kan derfor først fokusere p̊a P (0 like). Dersom ingen av terningene skal være

like, f̊ar vi at det kan skje p̊a

6 · 5 · 4 · 3 · 2 = 720 måter.

Totalt antall ulike terningkombinsasjoner vi kan f̊a med de 5 terningene er

65 = 7776

Sannsynligheten for ingen like terninger er dermed

P (0 like) =
# gunstige

# mulige
=

720

7776
= 0.093

Sannsynligheten for minst 2 like terninger blir derfor

P (minst 2 like) = 1− P (0 like) = 1− 0.093 = 0.907
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For å lage programmet kan vi lage en hjelpefunksjon som ”kaster” terningene ved

å returnere et tilfeldig tall fra og med 1 til og med 6. Deretter kaster vi de 5

terningene, {t1, t2, t3, t4, t5}, og regner ut summen av disse.

Vi har et gunstig utfall dersom summen er større enn 20. Vi m̊a s̊a gjenta disse

kastene mange ganger, og s̊a regne ut den relative frekvensen, r = gunstige utfall
antall forsøk
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Det er ogs̊a mulig å skrive et program som tester ut alle mulige kombinasjoner

istedenfor å simulere terningkastene

Begge programmene gir det samme svaret, nemlig P (X > 20) = 0.221

Her gjenbruker vi programmet fra oppgave b, men hvor vi kan fjerne det som ikke

trengs - for eksempel hjelpemetoden for å regne ut feilmargin.

Vi kan videre pakke inn simuleringsdelen av programmet i en egen metode s̊a det

er lettere å gjenbruke den. Deretter kan vi sette terningsummen, k, til å være 5

ettersom det er den laveste summen terningene kan ha.

Deretter må vi kjøre simulereringen og øke verdien av k helt til sannsynligheten

bikker under 0.8. Dette kan vi gjøre ved hjelp av en while-løkke
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Her ser vi at den siste gyldige verdien for k er 14.
Den største verdien av k slik at P (X ≥ k) > 0.8 er 14.
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Vi kunne ogs̊a ha løst oppgaven ved å gjøre den samme tilpasningen med

programmet som testet ut alle mulige kombinasjoner
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Oppgave 5

Vi skal her finne det maksimale volumet, men hvor
vi har f̊att en overflatebegrensning p̊a 120 dm2.

Det betyr at vi må finne den største høyden h kassen
kan ha, uten å overskride arealbegresningen.

La oss først finne et uttrykk for overflaten av kassen, eller det rette prismet som

det egentlig er. Da kan vi brette ut prismet og s̊a regne ut arealet av hver av

flatene.

Vi ser da at den totale overflaten blir

A = 52 + 4 · 5h = 25 + 20h

N̊a som vi har funnet høyden h til kassen, kan vi sette dette inn i formelen for

volumet av et rett prisme

V = Gh, der G er arealet av grunnflaten, alts̊a G = 52 = 25

V = 25 · 4.75 = 118.75

Det største volumet kassen kan ha er 118.75 dm3.

24
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Vi har fortsatt den samme overflatebegrensningen p̊a 120 dm2, men n̊a er ikke

sidene i grunnflaten l̊ast til å være 5 dm.

La oss sette sidene i grunnflaten til å være s,
slik at overflaten av prismet n̊a blir

A = s2 + 4 · sh = s2 + 4sh

Videre kan vi finne h uttrykt med s ved å løse
A = 120

Volumet av prismet blir dermed

V = Gh = s2h = s2 · −s2 + 120

4s
= s · −s2 + 120

4
=

−s3 + 120s

4
= −0.25s3+25s

Deretter finner vi det maksimale volumet ved å finne toppunktet til

V (s) = −0.25s3 + 25s

Det kan vi gjøre enten ved å bruke ekstremalpunkt-kommandoen, eller ved å løse

likningen V ′(s) = 0, i CAS

I begge tilfeller ser vi at vi m̊a ekskludere løsningen med s = −5.774, fordi s er

sidelengden til grunnflaten i det rette prismet, og kan derfor ikke være negativ.
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Det betyr at vi sitter igjen med at s = 5.774 er den sidelengden som gir størst

volum.

Likevel bør vi bruke andrederiverttesten for å forsikre oss om at s = 5.774 faktisk

er et toppunkt til volumfunksjonen

V ′′(5.774) < 0 =⇒ s = 5.774 er et toppunkt.

Det største volumet prismet kan ha, er 96.225 dm3.

N̊a har vi motsatt situasjon av det vi hadde i
oppgave b. N̊a er volumet avgrenset til 80 dm3, og
s̊a skal vi minimere overflaten.

Overflaten er fortsatt gitt ved A = s2 + 4sh, og
volumet er gitt ved V = s2h

Vi kan s̊a finne h uttrykt med s ved å løse V = 80 med hensyn p̊a h, og deretter

sette inn dette for h i uttrykket for overflaten, A = s2 + 4sh

26
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N̊a som vi har funnet et uttrykk for overflaten, A1(s), der V = 80 er tatt hensyn

til, kan vi finne bunnpunktet til overflatefunksjonen.

Vi bruker andrederiverttesten for å forsikre
oss om at det er bunnpunktet vi har funnet.

N̊ar volumet av kassen er 80 dm3, er den minste overflaten kassen kan ha 88.417 dm2.
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Oppgave 6

Dersom f(x) skal ha minst ett ekstremalpunkt, må f ′(x) ha minst ett nullpunkt.

Det betyr at

f ′(x) = 0 må ha minst én løsning.

Siden f(x) er en tredjegradsfunksjon, vil f ′(x) være en andregradsfunksjon.

La f ′(x) være en vilk̊arlig andregradsfunksjon

f ′(x) = ax2 + bx+ c

La oss videre betrakte potensielle nullpunkter til f ′(x)

f ′(x) = 0 ⇐⇒ ax2 + bx+ c = 0

Likningen har ingen løsning dersom b2 − 4ac < 0

f ′(x) = 0 har alts̊a ikke nødvendigvis en løsning, hvilket betyr at f(x) ikke

nødvendigvis har et ekstremalpunkt.

f(x) = x3 + x2 + x er et eksempel p̊a en
tredjegradsfunksjon uten ekstremalpunkter.

P̊astanden er alts̊a usann.
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f(x) er fortsatt en tredjegradsfunksjon. La derfor f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d og

den rette linjen være g(x) = px+ q

Dersom den rette linjen g(x) skal skjære f(x), må f(x) = g(x) alltid ha en løsning.

Vi vet at en tredjegradsfunksjon f(x) har minst ett nullpunkt, hvilket vi kan vise

ved at

lim
x→−∞

f(x) = −∞ og lim
x→∞

f(x) = ∞

eller

lim
x→−∞

f(x) = ∞ og lim
x→∞

f(x) = −∞

I begge tilfeller bytter f(x) fortegn mellom −∞ og ∞, som betyr at grafen til

f(x) må ha krysset x-aksen p̊a et eller annet tidspunkt, alts̊a må f(x) ha minst

ett nullpunkt.

La oss igjen se p̊a f(x) = g(x), som m̊a være oppfylt for at g(x) skal skjære f(x)

f(x) = g(x)

ax3 + bx2 + cx+ d = px+ q

ax3 + bx2 + cx+ d− px− q = 0

ax3 + bx2 + (c− p)x+ (d− q) = 0

Hvis vi n̊a lar h(x) = ax3 + bx2 + (c− p)x+ (d− q), har vi at

f(x) = g(x) ⇐⇒ h(x) = 0

Siden h(x) ogs̊a er en tredjegradsfunksjon, betyr det at h(x) har minst ett

nullpunkt, som igjen betyr at f(x) = g(x) må ha minst én løsning. Alts̊a betyr

det at en rett linje vil skjære en tredjegradsfunksjon i minst ett punkt.

P̊astanden er sann.
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f(x) er fortsatt en tredjegradsfunksjon.

Den enkle m̊aten å undersøke om p̊astanden er sann, er å se om det finnes en

tredjegradsfunksjon som oppfyller

f ′′(3) = 0 og f ′(1) = f ′(5)

Her ser vi at a = −1
9b, og at b er det vi

kaller en fri variabel. c og d har vi ikke
nok informasjon til å kunne bestemme,
s̊a de kan vi la st̊a uendret.
Da f̊ar vi at

f(x) = −1

9
bx3 + bx2 + cx+ d

La oss sjekke om f(x) oppfyller kravene i p̊astanden:

Her ser vi at f(x) oppfyller kravene i p̊astanden, og p̊astanden er derfor sann.
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Det vi viste her, var kun for det helt spesifikke tilfellet der f ′′(3) = 0 og

f ′(1) = f ′(5). Alts̊a at akkurat denne tredjegradsunksjonen hadde en stigning

som var symmetrisk om vendepunktet i x = 3.

Dette kan vi faktisk ogs̊a vise at alltid gjelder helt generelt for alle

tredjegradsfunksjoner. Sett at x-verdien til vendepunktet er x = x0, kan vi alts̊a

da vise at

f ′(x0 − k) = f ′(x0 + k)

Helt generelt er vendepunktet til en tredjegradsfunksjon alltid x = − b
3a ,

og stigningstallene er alltid symmetrisk om vendepunktet.
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