Lgsningene er lagd av

Eksamen REA3056 matematikk R1 hgst 2022

Del 1 —uten hjelpemidler — 1 time

Oppgave 1

Avgjgr for hver av funksjonene nedenfor om den har en omvendt funksjon. Husk a begrunne svaret.
a) f(x)=x* DF=R

Lgsning
For at en funksjon skal ha en omvendt funksjon, ma den vaere én-entydig, det vil si at hver
funksjonsverdi, f (x), bare framkommer av kun én x-verdi.

Denne funksjonen er ikke én-entydig siden for eksempel bade f(—1) = 1 og f(1) = 1. Funksjonen f
har ikke en omvendt funksjon.

b) g(x) =e ®2* D, =[2,-)

Lgsning

Funksjonen g(x) er én-entydig dersom funksjonen enten er stigende eller synkende i hele
definisjonsomradet. For a avgjgre dette deriverer vi funksjonsuttrykket og undersgker om fortegnet
til den deriverte endrer seg i definisjonsmengden.

gx) =e @D (—2x+4) = -2(x —2) - e *D’

e~=2er alitid stgrre enn 0. Siden x > 2, vil —2(x—2) <0,sa g'(x) vil alltid veere
negativ. Funksjonen g har derfor en omvendt funksjon i definisjonsomradet.

Oppgave 2

Bestem grenseverdien

. (4+h)?—42
lim ————
h—0 h

Lgsning
Viser atnar h — 0, gar bade telleren og nevneren mot 0. Vi regner ut telleren og undersgker om vi
kan faktorisere og forkorte:

(4+h)?—-4%>  424+8h+h®*—-4%>  8h+h®?> _ h(8+h)

L T L R Ao

Grenseverdien til brgken nar h - 0, er 8.
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Oppgave 3

Hvilket av tallene er mindre enn 10? Husk & begrunne svarene.
3v11l 101g9 5In9

Lgsning
Er 3v/11 mindre enn 10?

3vV11 =9 V11 =99
Siden v99 < v/100, er v/99 < 10.

3v11 er mindre enn 10.

Er 101g 9 mindre enn 10?

Logaritmen til et tall er det tallet vi ma opphgye 10 i for & 3 tallet. 101 = 10, s31g 10 = 1.1g9 vil
derfor veere et tall som er mindre enn 1. 101g9 vil derfor vaere 10 multiplisert med et tall som er
mindre enn 1.

101g9 er mindre enn 10.

Er 5In9 mindre enn 1?
5In9=5In32=2-5In3=101In3
e~ 2,720g10lne = 10.

10In3 > 10Ine

5In9 er stgrre enn 1.

Oppgave 4
Vi har gitt punktene A(1,1),B(9,7)og P(5,9).

a) Visat ZAPB = 90°.

Lgsning
Hvis en vinkel er 90°, vil skalarproduktet mellom vektorene som danner vinkelen, veaere lik 0.

AP =[5-1,9—-1] = [4,8]
BP =[5-99—7] = [-4,2]
AP -BP =[4,8]-[-4,2]=4-(—4)+8-2=-16+16=0

Vi har vist at ZAPB = 90°.
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En linje £ er parallell med AB og gar giennom punktet P.

Det er ogsa et annet punkt Q pa £ som er slik at ZAQB = 90°.

b) Bestem koordinatene til Q.

Losning
Hvis ei linje er parallell med en vektor, er vektoren retningsvektor for linja. Nar vi i tillegg kjenner et
punkt P pa denne linja, kan vi sette opp en parameterframstilling for linja.

AB=[9-1,7—-1] = [8,6]
77 = [8,6] = 2[4,3]

(5+4t
{)'{9+3t

Siden £AQB er 90°, ma skalarproduktet m . Wj = 0.
AQ =[5+4t —1,9+ 3t — 1] = [4 + 4t,8 + 3t]

BQ =[5+4t—9,9 + 3t — 7] = [4t — 4,3t + 2]

AQ-QB=0

[4 +4t,8+3t] - [4t — 4,3t +2] =0
A+4)(4t—-4)+(B+3t)(Bt+2)=0
16t2 —16+ 24t +16+9t2 + 6t =0
25t + 30t =0

5t¢(5t+6) =0

t=0 eller 5t+6=0

t=0 el t= 6
=0 eller =z

Q=((5+4-09+3-0)=(59)

Il
~
TR

[\]
u| N
N———

Q=<5+4-<—§),9+3-(—§)>=(5‘%'9_15_8)

Det fgrste punktet vi fant, er punktet P. Koordinatene til Q er (%,2—57)
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Oppgave 5
Marianne har skrevet fglgende program:
1 def f£(x):
2 return (6*x-3) / (x-1) #Definerer funksjonen f (x)=(6x-3)/(x-1)
3
4 h=0.00001
5 def Df (x):
6 return (£ (x+h)-£(x))/h
7
8 a=1.5 #En startverdi
9 while Df (a)<-3:
10 a=a+0.001
11
12 | b=f(a) - Df(a)*a #Regner ut konstantleddet
13
14 | print("y = -3x +",b)

Bestem verdien av variabelen b som defineres pa linje 12.

Lgsning
| programmet over defineres funksjonen £ (x) som %. En variabel h settes lik 0,00001, og en ny

fx+h)—f(x)

funksjon, Df (x), defineres som o

Vi gjenkjenner Df (x) fra definisjonen til den deriverte av f, og Df vil derfor representere
stigningstallet til tangenten i et punkt pa grafen til f for sma verdier av h.
6(x—1)—(6x—3)-1 6x—6—-6x+3 -3

(x — 1) G VN O VE

flx) =

Videre i programmet settes a lik 1,5, f@r ei Ipkke gjentas sa lenge Df (a) < —3 ndr a gker med 0,001
for hver gang Igkka gjentas. Nar Igkka avsluttes, vil med andre ord a ha en verdi som gjgrat £/ (a)
~ —3.

Marianne gnsker a finne tangenten i et punkt pa grafen til f der den deriverte er —3.

Vi beregner derfor x nar den deriverte er lik —3:

_=3 3
(x — 1)?
1=(x—-1)?
x—1=1 eller x—1=-1
x =2 eller x=0

Siden startverdien til a = 1,5 og a gker, vil riktig x-verdi i dette tilfellet vaere x = 2, og
b representerer konstantleddet til tangenten i punktet (2, f(2)).

6(2)-3

I'linje 12 vil b beregnes som b = f(a) — Df(a) -a = f(2) — (=3) - (2) = o

+6=9+6=15.
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Del 2 —med hjelpemidler — 2 timer

Oppgave 1
Tabellen nedenfor viser hvor mye elektrisk energi Norge produserte noen utvalgte ar.
Ar 1950 1960 1970 1981 1990 2000 2012 2020
Produksjon 16924 31121 57 606 93 397 121848 | 142816 | 147716 | 154197
(GWh)
a) Bruk tallene fra tabellen til 4 lage en logistisk modell g som viser oss Norges energiproduksjon x
ar etter 1950.
Losning

Vi gjennomfgrer regresjon ved hjelp av GeoGebra. Vi legger inn tallene fra tabellen i regnearkdelen
og bytter ut arstallene med antall ar etter 1950:

0

10

20

31

40

50

62

70

16 924

31121

57 606

93 397

121 848

142 816

147 716

154 197

Vi markerer tallene i regnearket, velger regresjonsanalyse og deretter logistisk modell. Dette gir
felgende resultat:

Punkidiagram v £ [
Y A2 H2

160000

140000

120000

100000

80000

60000

40000

20000

D= ECAO

R
-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
X:A1:H1
Regresjonsmodell
_ 157303.0672
Logistisk v Y= 1 + 0.6396 870'086%(
Symbolsk utregning: x = y=
glx) = D730 er en logistisk modell som viser oss Norges energiproduksjon x ar etter
1+9,6396-¢0,0867x
1950.
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b)

Lgsning

| hvilket ar gkte produksjonen raskest ifglge modellen g?

Produksjonen gkte raskest i vendepunktet. Vi finner x-verdien til et vendepunkt ved a finne nar den
dobbeltderiverte til funksjonen er lik 0. Dette gjgr vi ved a Igse likning i CAS:

g'(x) =0
1 e {x _ —66993398 In( 317647 )}
' 5573951 2362908
14788505 [ 2354308
2 {X T 1282467 '"(22694503)}
~ {x = 26.128}

X=

Produksjonen gkte raskest 26,1 ar etter 1950, det vil sii ar 1976.

Tabellen nedenfor viser forbruket av elektrisk energi i Norge noen utvalgte ar.

Ar 1950 1960 1970 1981 1990 2000 2012 2020
Forbruk | 16924 | 31253 | 56770 | 88161 | 105941 | 123761 | 129900 | 133 725
(GWh)

c)

vil veere selvforsynte med elektrisk energi.

Losning

Bruk tallene fra tabellen til 3 lage en modell som du mener vi kan bruke til & vurdere om vi pa sikt

Vi gjennomfgrer en ny regresjon i GeoGebra ved a legge inn tallene fra tabellen i regnearket. Ogsa na
erstatter vi arstallene med antall ar etter 1950.

0 10 20 31 40 50 62 70
16 924 31253 56 770 88 161 105941 123761 129900 133725
Vi markerer tallene i regnearket, velger regresjonsanalyse og deretter logistisk modell. Dette gir
felgende resultat:
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Punkidiagram v £ = Tx 1@ =2 xsY
Y A2:H2

140000
120000
100000
80000
60000
40000

20000

I

X ATH1

Regresjonsmodel

B 136386.59
Logistisk v y - 1 + 74388 670.0832)(

Vi skriver inn begge funksjonsuttrykkene i algebrafeltet i GeoGebra og sammenlikner grafen for
produksjon av elektrisk energi med grafen for forbruk av elektrisk energi:

y, forbruk (GWh)
180000

160000

157303
14 9.64 ¢ 0057

g(x) =
140000

120000 136387

T 14 7.439 ¢ 0085

h(z)

100000
80000
60000
40000

20000

x, antall ar etter 1950
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

Ut fra grafene ser vi at Norge etter 1965 har produsert mer energi enn vi forbruker. Dette kan vi ogsa
se ved Igsning av likning i CAS:
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g=nh
NLgs: {x = 15.424}

1

Oppgave 2
Nar du bruker blitsen pa et fotokamera, vil batteriet lade den opp igjen. Ladningen Q i blitsen t
sekunder etter at den gar av, er gitt ved

Q) =Q(1—e %), =0
Her er Q, den maksimale ladningen i blitsen.
a) Bestem den omvendte funksjonen til Q.

Losning
Vi definerer funksjonen Q(t) i CAS og bestemmer den omvendte funksjonen ved a Igse likningen y =
Q(t) med hensyn pa t (kommandoen «Invers» gir ikke riktig svar):

Q(t) == Qo (1 - &%)
- Q(t) == Qo (—e%?ft+1)

1

Les(y = Q.t)
: _—10, (Qo—y
. {t_ = |n( N )}
Vi bytter navn pa variablene og far at den omvendte funksjonen til Q er g(t) = — gln Qg_t
0

b) Hvor lang tid tar det fgr blitsen har fatt 90 prosent av den maksimale ladningen?

Losning
90 prosent av den maksimale ladningen kan uttrykkes som 0.9 - Q,, og ut fra dette kan vi sette opp
felgende likning:

0.9 Qp = Qp(1—e23)
Viser at vi har Q, pa begge sider av likningen, og siden @y # 0, kan vi forenkle likningen:
09=1-—e 23

Vi lgser likningen i CAS:
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09 = (1— e 2%
3
10
Las: {t =23 In(lﬂ)}

) {t _ % In(lO)}

~ {t=1.001}

Det tar 1 sekund fgr blitsen har fatt 90 prosent av den maksimale ladningen.

Oppgave 3
Vi har gitt punktene A4(0,0), B(9,1) og C(24,10). En strale £ er gitt ved parameterframstillingen
x =12t
6{ e >0

a) VisatC ligger pa 4.

Lgsning
Hvis punktet C ligger pa £, ma punktets koordinater passe med parameterframstillingen til £:
12t =24 x-
Los: {t=2}
, bt =10
Los: {t=2}

Vi ser at vi far samme t-verdi ved lgsning av likningene, og vi har dermed vist at C ligger pa *.

b) Bruk vektorregning til 3 bestemme £BAC.

Lgsning
Vi definerer punktene A, B og C i CAS, og deretter AB og AC.
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, A:=(0,0)

® o A:=(0,0)
, B:=(9,1)

® . B:=(91)
. C:=(24,10)

@

- C := (24,10)
AB := Vektor(A, B)

@ L 9
e (9)

AC := Vektor(A, C)

. (24
e (2)

Vi kan na finne £BAC ved hjelp av skalarproduktet:

7

. AB AC = |AB| |AC| cos(x°)
NLgs: {x = —16.28,x = 16.28}

£4BAC = 16,28°.

Et annet punkt D ligger pa € slik at ZADB = 120°.
c) Bruk vektorregning til & bestemme koordinatene til D.

Losning
Nar punktet D ligger pa £, kan punktet uttrykkes ved hjelp av parameteren t:

D = (12t,5¢t)
Vi definerer dette punktet i CAS og bruker skalarproduktet for a bestemme t:

D:=(12t,51)
9

— D:= (12¢,51¢)
DA := Vektor(D, A)

10 —12t
— DA :=
(25
DB := Vektor(D, B)
" 9—-12t
— DB :=
(r25)
DA DB = |DA| |DB]| cos(120°)

12
—11+/3 +113
Los. {t =0,t= 1@}

169

—11+/3 +113
» ByttUt (D,t, L)

~ (6.671,2.78)
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Punktet D har koordinatene (6,671 ,2,78).

Et punkt E ligger pa ¢ slik at arealet til AABE er 11.
d) Bestem de eksakte koordinatene til E.

Siden ogsa dette punktet ligger pa linja £, angis det pa samme mate som punktet D nar vi bruker
parameterframstillingen. Vi kan derfor bruke samme definisjon av punktet E i CAS. Vi finner fgrst en
eksakt verdi for vinkel 4, og siden vi vet arealet av AABE, kan vi bruke arealsetningen til finne en ny
verdi for t.

E:=(12t,51)

4
~ E:= (12t,5¢)
AE := Vektor(A, E)

' 12t
=~ AE :=
( 5 t)

VinkelA := Vinkel(AB, AC)

1

16

V82
1066

— VinkelA := cos™! (113-
1 . .
11 = 3 |AB| |AE| sin(VinkelA)
los dt="2t=2
VT3 T3
ByttUt (E, t, 2)
18 3
10
. (a, ?)

Vi far to verdier for t, men sident > 0 er det kunt = % som er gyldig verdi.

17

De eksakte koordinatene til E er (8, ?)

Oppgave 4

Nedenfor ser du tre pastander. Avgjgr i hvert tilfelle om pastanden er sann. Husk a argumentere!
a) Huvis f(a) = f(b) for en funksjon f, sd era = b.

Lgsning
Hvis f(x) = x2,a = 1ogb = —1, harviat f(a) = f(b) siden f(1) = f(=1) oga # b.

Pastanden er ikke sann, for den kan motbevises.
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b) HvisO<a<b,sdaerlna<Inb.

Lgsning
In x er det tallet vi m3 opphdgye tallet e i for a fa x. Funksjonen In (x) er derfor en funksjon som
vokser med gkende x. Hvis a og b er positive tall og a < b, har vi fglgende:

Ina<Inb

Pastanden er sann.

i

c) Hvisa>0ogx>0,sdaer(Inx) = (Inax)".

Lgsning
a og x er positive tall.

—
(Inx) ==

1
1 r— — .g==
(Inax) e a .

Pastanden er sann.

Oppgave 5

En funksjon f er gitt ved
f(x):]-_xz ) Df:[o;l]

La a € (0,1) og O veere origo. Tangenten til grafen til f i punktet P(a,f(a)) skjaerer x-aksen i
punktet A og y-aksen i punktet B som vist pa figuren.

y
B
P
X
0] A
. 13
a) Bestem arealet av AOAB nar P = (E’Z)'
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Losning
Linja fra punkt A til punkt B er tangent til funksjonen f i punktet P.

Stigningstallet til tangenten i et punkt er verdien til den deriverte til funksjonen for punktets x-verdi.

f'(x) =—-2x

(GRS
"\3)= 2
Den rette linja fra A til B gar giennom punktet G ,%) og har stigningstall —1. Vi bruker

ettpunktsformelen:

y—y1=alx—x)

= -1(x-)
Yo T T3

I punkt Aery = 0:

0=—x+2

5
X =-

Punkt A er gitt ved G ,O).

| punkt Berx = 0:

y=Z

Punkt B er gitt ved (0 2)

1 5 5 2

5
Arealet av trekanten: =-=- = =—=0,781
2 4 4 32

b) Bestem det minste arealet AOAB kan ha.

Lgsning
Hvis vi finner et funksjonsuttrykk for arealet av trekanten, vil det minste arealet vaere nar grafen har
et bunnpunkt. | et bunnpunkt er den deriverte lik null og den andrederiverte positiv.

Vi definerer funksjonen f og punktet P i CAS og bestemmer et generelt uttrykk for tangenten:
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, f(x) =1
° - f(x) := —x2+1
) P = (a,f(a))

— P:= (a,—a’+1)

T(x) := Tangent(P, f)
)

- T(x) :==a’—2ax+1
| punkt Aery = 0:
0=a%—2ax+1

_a2+1
S

| punkt Berx = 0:

T0)=a?+1

En funksjon for arealet av trekanten er

1 a?+1
— . . 2
h(a)—2 >a (a®+1)
1 (a? +1)?
Ma) =5 =

Vi kan na definere funksjonen h(a) i CAS og bestemme den deriverte, kontrollere fortegnet til den
dobbeltderiverte og til slutt bestemme arealet:
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22
6 h(a) ::% ( 2+al)
’ 1 (a2+1)
~ h@) = 2 2a
h'(a) =0

Det minste arealet trekant OAB kan ha, er %\/_ = 0,77.

Oppgave 6
Tyngdepunktet T i en trekant ABC er gitt ved

—_— 1 —_— —_— —_—

oT = §(0,4 + 0B +0C)

der O er origo.

Lag et program hvor du oppgir koordinatene til punktene A, B og C.

Programmet skal skrive ut koordinatene til tyngdepunktet.

Losning

1 from numpy import array

2
3 | OA=array([1,3])
4 OB=array([2,4])
5 | OC=array([5,2])
6
7 | 0T=1/3* (OA+OB+0C)
8
9 print (f"Koordinatene er {round(OT[0],2),round(OT[1],2)}.")
Utskrift ved kjgring av programmet: «Koordinatene er (2.67, 3.0).»
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Oppgave /
En funksjon f er gitt ved

1
=2x+5+—
f(x) x+ +x—1

a) For hvilke verdier av k har likningen f'(x) = k lgsning?

Losning
1
(x-1)?

Vi bestemmer fgrst den deriverte: f'(x) =2 —

Siden brgken i uttrykket alltid vil vaere positiv, vil den deriverte alltid vaere mindre enn 2, men naerme
seg 2 nar x gar mot too.

Likningen f'(x) = k har lgsning for k < 2.

b) Velg ulike verdier av k, og beskriv symmetrien i Igsningene til likningen f'(x) = k for hver av
disse verdiene.

Lgsning
Vi velger ulike verdier av k og Igser likningene:
5 g(x) =1
Los: {x=0,x=2}
gx) =0
5 { —V2+2 V24 2}
Lgs: {x= s X =
2 2
g() = —1
: { —V3+3 3+ 3}
Lgs: ¢x= y X =
3 3
g(x) = 2

8

oo Ix=L 23
S i R

Vi ser at likningene gir to Igsninger, og at summen av Igsningene alltid er lik 2. Symmetrien i
lgsningene er at de ligger pa hver sin side av den loddrette asymptoten x = 1.

La g veere en funksjon som kan skrives pa formen

1
=q- h+——
gx)=a-x+ +x+d

c) For hvilke verdier av a har likningen g'(x) = 4 Igsning?

Lgsning
1

g'(x) = a—m
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Ut fra det vi fant i oppgave a), kan vi si at siden brgken i uttrykket alltid vil vaere positiv, vil den
deriverte alltid vaere mindre enn a. Likningen g’ (x) = 4 har derfor en Igsning dersom a > 4.

Lanaa = 3.

d) Utforsk og beskriv Igsningene til likningen g’ (x) = k for ulike verdier av k.

Losning
a = 3 gir flgende likning:
()= 3——
X)=3——=
g (x + d)2
Ut fra resultatene i oppgave b) vet vi at denne funksjonen har en vertikal asymptote for x = —d.
Lgsningene til likningen g’ (x) = k vil for hver verdi av k vaere symmetrisk om linja x = —d.

e) Bestembogdslikatg'(—1) =g'(5)ogg(1) =7.

Lgsning
Vi setter inn i den fgrste likningen:
g (1) =g'(5
1 1
3

TCivay CTGrae
Vi lgser likningen i CAS:

1 1
1 3- PR 3—- P
(—1+d) (5+d)
Los: {d= -2}
Vi setter inn d = —3 i den andre likningen:
g1 =7
3-14b+——-=7
1+ (-3)

Vi lgser likningen i CAS:

1
Los: {b =5}

Hvisb = 50gd = —2,vil g'(—-1) =g'(5)0gg(1) =7.
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Kilder for bilder, tegninger osv.

Tegninger og grafiske framstillinger: Utdanningsdirektoratet eller NDLA
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