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Malet for opplaeringen er at eleven skal kunne:

. tolke og bruke funksjoner i matematisk
modellering og problemlgsing

. planlegge, utfore og presentere selvstendig
arbeid knyttet til modellering og funksjoner
innenfor samfunnsfaglige tema

. bruke digitale verktoy i utforsking og
problemlgsing knyttet til egenskaper ved
funksjoner, og diskutere lgsningene

. modellere situasjoner knyttet til tema fra
samfunnsliv og arbeidsliv, presentere og
argumentere for resultatene og for nar modellene
er gyldige

Sammenheng og utvikling Side 96



Funksjoner - sammenheng mellom storrelser

| dette kapittelet vil vi bruke en del begreper som det er viktig at du forstar. Disse
begrepene er markert med fet skrift, og du ma be om forklaring dersom du leser et
begrep som du ikke husker hva betyr.

Storrelse er et slikt begrep. Med sterrelse mener vi noe som kan beskrives ved hjelp
av tall, og eksempel pa en storrelse kan veere:

- Befolkning
- Penger

- Vekt

- Alder

- Avstand

- Volum

Dersom to sterrelser henger sammen, kan vi beskrive denne sammenhengen ved
hjelp av funksjoner eller modeller.

Funksjoner og modeller beskriver sammenhengen mellom to stgrrelser

For & beskrive sammenhengen mellom to sterrelser, kan vi bruke:

- Tekst

- Tabell

- Funksjonsuttrykk, modell eller formel
- Graf

| teoretisk matematikk er det vanlig a erstatte sterrelsene med bokstavene x og y.

For at en sammenheng skal kunne beskrives ved hjelp av funksjoner, er det et krav
om at endring i verdien til storrelse x forer til en endring i verdien til storrelse y.

Dersom dette er tilfelle, sier vi at y er en funksjon av x.

y er en funksjon av x dersom endring i x forer til endring i y

Det er denne endringen vi kaller utvikling; hva skjer med y nar x gker?
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Utvikling beskrevet med ulike typer modeller

Nar vi skal beskrive utviklingen i y- verdier nar x gker, kan vi beskrive dette ved
hjelp av forskjellige typer modeller.

Nedenfor finner du en beskrivelse over de fire modellene som er pensum for dette

kurset.
Modell Funksjonsuttrykk Beskriver
Lineeer y=ax+b Endring med et fast tall
. Endring med en fast
Eksponentiell y=a-b*
prosent

Potens y=a-x?

Den hgyeste eksponenten avgjor Den eneste modellen hvor
Polynom - .

graden. endring i y- verdi kan vaere
2. grad y=ax?+bx+c bade positiv og negativ.
3. grad y=ax3+bx*+cx+d
4. grad y=ax*+bx}+cx?+dx+e

Det skal komme klart frem i oppgaven hvilken modell du skal velge. Dette kan enten
opplyses ved navn, funksjonsuttrykk eller en beskrivelse av utviklingen.

Felles for alle modellene er at de beskriver en utvikling med tre ulike innfallsvinkler:

- Enngyaktig representasjon utfra punkter
- Entilneermet representasjon utfra punkter
- Utfra et funksjonsuttrykk

For du begynner med de sammensatte oppgavene i dette kapittelet, bgr du jobbe med
oppgaver fra kapittel 7 og 8 i Campus Inkrement.
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Lineaer utvikling: y=ax+ b

Dersom y endres fra et startpunkt med et fast tall for hver gang x oker med 1, sier vi

at utviklingen er lineaer. Bade startpunktet og det faste tallet har en praktisk

betydning, og du vil bli bedt om 8 kommentere begge.

Lineaer utvikling utfra punkter

Tenk deg at en leerer gjorde folgende demonstrasjon foran elevene sine:

Leereren hadde med seg en pappkopp, en bunke med 30 identiske terninger og en

vekt. Leereren nullstilte vekta og plasserte deretter pappkoppen pa vekta.

Leereren la et ulikt antall terninger i koppen, og noterte den samlede vekten av

terninger + koppen i tabellen nedenfor.

Utstyr: Antall terninger (x) Samlet vekt i gram (y)
1 17
% & Vo 4 32
7 47
10 62

Klarer du utfra tabellen a finne ut vekten til pappkoppen, og vekten av hver enkelt
terning? Det kan godt hende du allerede har funnet svaret pa dette sporsmalet.
Likevel skal vi vise hvordan du kan bruke GeoGebra til a finne denne informasjonen.

Steg 1 - apne regnearket i GeoGebra

Fil
+ Ny
Apne

Lagre

Eksporter bilde
Del

L ast ned som

e Am @ L

Forhandsvis utskrift
Rediger
Oppsett

Trykk pa «Vis».

Trykk pa «Regneark»

Fil
Rediger
Oppsett
Vis
A/ HEAlgebrafelt
x- JCAS
@ HGrafikkfelt

@ OGrafikkfelt 2
£ Grafikkfelt 3D

i

A OSannsynlighetskalkulator
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Steg 2 - skriv inn punktene fra tabellen

A B

P Lo M| =
—|.‘J

17
32
47
62

Vi skriver x- verdiene i A-kolonnen, og y-
verdiene i B-kolonnen

Steg 3 - marker punktene og lag en regresjonsanalyse

A B
1 1 17
2 4 32
3 7 47
4 10 62
| ]
5]

Steg 4 - velg riktig modell

X A1:A4

Fegresjonsmodel

Ingen vAr/ Eksponentiell

ﬁ? GeoGebra klassisk

H
Marker tallene [% 1.2} z

+ #Ed]] Analyse av en variabel
Trykk pa &
e )
«Regresjonsanalyse +/ Regresjonsanalyse
E Analyse av flere variabler
Ingen
Trykk pa denne pila Log

Polynom
Potens

«Li »
Velg «Lineaer Eksponentiell 2

Sin

Logistisk

Ingen v
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Dermed far du opp dette bildet:

e 123 3O ¥ =
Punktdiagram ZX 345 3 XsY
Y. B1:B4

601
501
404
304

204

0 1 2 3 3 5 5 7 B 8 10 1

X A1:A4

Regresjonsmodel

Symbolsk utregning: x = y=

Her er modellen, eller funksjonsuttrykket, som skal hjelpe oss til a finne
informasjonen som ble etterspurt. Hva betyr sa dette funksjonsuttrykket?

Vi har folgende sammenheng mellom antall terninger + koppen, og den samlede

vekten:
samlet vekt = vekt per terning - antall terninger + koppens vekt

| tabellen pa side 103 har vi definert y som samlet vekt, og x som antall terninger. Vi
kan derfor beskrive sammenhengen mellom antall terninger +koppen, og den
samlede vekten slik:

y = vekt per terning - x + koppens vekt
Regresjonsanalysen i GeoGebra ga oss fglgende modell pa formen y = ax + b:

y=5x+12\

Dette betyr at hver terning veier 5 gram, mens koppen veier 12 gram.

Dermed kan vi si at den samlede vekten starter pa 12 gram, og gker med 5 gram for
hver terning.

12 er funksjonens startpunkt. Dette kalles funksjonens konstantledd, og
forkortes b

5 er funksjonens endringsverdi. Dette kalles funksjonens stigningstall, og
forkortes a
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Lineaer utvikling utfra funksjonsuttrykk

Tenk deg at en pakke kjottdeig tas ut av fryseren, og legges pa kjokkenbenken.
Funksjonsuttrykket
T(x) =2,5x—18

kan brukes til 8 beregne kjgttdeigens temperatur T(x) grader °C etter x timer pa
kjokkenbenken.

Hvilken informasjon gir dette funksjonsuttrykket, og hva kan vi bruke
funksjonsuttrykket til?

@: 2,50 — 18

Forst ma vi skjpnne symbolene x og T (x).

x star for antall timer som har gatt siden kjgttdeigen ble tatt ut, og x er den eneste
variabelen vi kan bruke nar vi skal lgse funksjonsoppgaver i GeoGebra. Hvis ikke
kunne vi brukt variabelen t for timer.

T(x) uttales «T av x», og maler kjgttdeigens temperatur. Skrivematen forteller at
temperaturen er en funksjon av variabelen x, som betyr at temperaturen endres
etter hvert som x gker.

Hva betyr tallene i funksjonsuttrykket?

Leddet som star alene er funksjonens konstantledd. | dette tilfellet forteller
konstantleddet at kjgttdeigens temperatur er -18°C nar den tas ut av fryseren.

Tallet foran variabelen x er funksjonens stigningstall. | dette tilfellet forteller
stigningstallet at temperaturen stiger med 2,5 per time.

Hva kan vi bruke funksjonsuttrykket til?

Dersom vi tegner grafen til funksjonsuttrykket inn i GeoGebra, kan vi bruke grafen
til & finne tilhgrende x- og y- verdier.

Vi kan for eksempel finne ut hvor lang tid det tar for kjgttet har tint, eller hvilken
temperatur kjottet har etter 12 timer.
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Tegne grafen for en definisjonsmengde

Definisjonsmengden er pa mange mater det samme som gyldighetsomrade.

Anta at kjottdeigen nar romtemperatur etter 16 timer. Det betyr at
definisjonsmengden til funksjonsuttrykket er fra O til 16.

Dette kan ogsa skrives slik:
0<x<16
Ofte blir funksjonsuttrykket og definisjonsmengden skrevet sammen slik:

T(x)=25x—18 , 0<x<16

Det er ogsa slik vi skriver det inn i GeoGebra. Etter justeringer av x- og y- aksen, skal

du fa et grafikkfelt som likner pa dette:

25 | Y grader

20

x timer

8 9 10 11 12 13 14 15 16

Husk 8 sette navn pa aksene, og a trekke inn funksjonsuttrykket.

Vi kan na finne tilhgrende x- og y- verdier.

17
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Skjeering mellom to objekt.

Hvor lang tid vil det ta for kjottdeigen har tint. Hvilken temperatur har kjottdeigen
etter 12 timer?

Kjgttet har tint nar det passerer 0°C. Dette finner vi ved a bruke «Skjsering mellom to
objekt» og trykke der grafen skjeerer x- aksen.

For a finne kjgttdeigens temperatur etter 12 timer ma vi tenke at vii finner 12 timer pa
x- aksen. Derfor ma vi skrive x = 12, og bruke «Skjeering mellom to objekt» der linja
fra x = 12 skjeerer grafen. Alternativt kan vi skrive (12,T(12)).

Dermed far vi disse punktene som vi mé tolke:

25 |V grader eq1

20

B=(12, 12)

x timer
13 14 15 16 17

T(x) = 25x—18, (0 <x<16)

Svar:

Kjgttdeigen tiner etter 7,2 timer. Fremgangsmate: brukte «Skjaering mellom to
objekty».

Etter 12 timer holder kjgttdeigen 12°C. Fremgangsmate: skrev x = 12, brukte
«Skjeering mellom to objekt».
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Eksponentiell utvikling - y = a - b*

Pa de forrige sidene har vi sett pa hvordan vi regner ny verdi etter et bestemt antall
prosentvise endringer. Dersom vi gnsker a lage en regnemetode som gir oss
mulighet til & finne ny verdi etter et ukjent antall endringer, ma vi erstatte det kjente
antallet endringer med variabelen x.

Nedenfor har vi beskrevet utviklingen i pris for varen fra tidligere eksempler.

Opprinnelig ) 3 . .
Etter 1 ar Etter 2 ar Etter 3 ar Etter x ar
belop
143 kr 143 - 1,026 143 - 1,0262 143 - 1,0263 143 -1,026*

Grafisk vil utviklingen 10 ar fremover se slik ut:

y kr

300
250

200

150 ‘///f

Pris(x) = 143-1,026*, (0 < x < 10)

100

50

Funksjonsuttrykket 143 - 1,026* er skrevet pa formen y = a - b*.
143 er funksjonens opprinnelige verdi, og forkortes a
1,026 er funksjonens vekstfaktor, og forkortes b.

1,026 = 102,6 % som betyr at prisen gker med 2,6 % hvert ar.
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Eksponentiell utvikling utfra punkter

Tenk deg at foreldrene til et nyfgdt barn satte inn et belep i et aksjefond da barnet ble
fodt. Foreldrene forventer at verdien til aksjefondet stiger frem til barnet blir 18 ar.

30000 |Y Kr
[ ]

B = (18, 28543)
25000

20000
15000

100009
A = (0, 10000)
5000

X &r
2 0 2 4 6 3 10 12 14 16 18 20 2

Kan punktene i koordinatsystemet ovenfor brukes til a finne aksjefondets arlige
verdigkning, dersom aksjefondet har steget med en fast prosent hvert ar?

Vi skriver punktene inn i regnearket i GeoGebra, og ber GeoGebra utfgre en
regresjonsanalyse. Deretter velger vi en eksponentiell modell, og far dette
funksjonsuttrykket:

Regresjonsmodel

y = 10000 - 1.06"
Eksponentiell

Symbolsk utregning: X = y =

Funksjonsuttrykket gir oss denne informasjonen:

10 000 er det opprinnelige belgpet foreldrene plasserte i aksjefondet da barnet ble
fodt.

1,06 = 106 % som betyr 6 % arlig verdigkning.
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Sammenligne linezere og eksponentielle
modeller

Det kan ofte veere interessant a analysere en utvikling ved hjelp av ulike modeller. For
a avgjore hvilken av modellene som best beskriver utviklingen ma vi sammenligne hva
modellene spar med en reell observasjon eller en prognose.

| januar 2010 var den gjennomsnittlige kvadratmeterprisen for alle brukte OBOS-
tilknyttede boliger omtrent 32 000 kroner. | januar 2015 hadde denne prisen steget til
omtrent 46 500 kroner.

Vi kan beskrive utviklingen i kvadratmeterpris for OBOS-boliger bade lineaert og
eksponentielt slik vi har gjort tidligere, men hvilken av modellene gir et mest mulig
riktig bilde av prisutviklingen i drene etter 2015?

For & finne svaret pa dette kan vi kopiere hver av modellene til grafikkfeltet. Dette
gjor vi ved a trykke pa «Kopier til grafikkfeltet»

Punktdiagram v £% 5

Y. B1:B2 o ,
Kopier til grafikkfeltet

Eksporter som hilde
45000

Vi kan dermed fa frem dette bildet, etter 8 ha endret aksene:

0000 1Y kr per kvm

80000

70000

60000

h(x) = 32000 - 1.06"

50000

g(x) = 2060 x + 32000

X ar etter 2010
0 2 4 6 8 10 12 14 16
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Bildet pa forrige side viser at modellene viser relativt lik utvikling mellom 2010 og
2015, men at det eksponentielle modellen stiger vesentlig mer enn den linezere i arene
etter 2015. Dersom vi gnsker & avgjere hvilken av modellene som best beskriver
prisutviklingen, ma vi sammenligne modellene med et fremtidspunkt.

[ januar 2022 hadde kvadratmeterprisen for Obos-boliger steget til omtrent 66 300
kroner. Vi legger denne opplysningen inn i grafikkfeltet, og far dette bildet:

s00001Y kr per kvm

80000

70000

B (%) = 32000 - 1.067

50000

40000

g(x) = 2060 x + 32000

x ar efter 2010 |
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Grafikkbildet ovenfor viser at den eksponentielle modellen er neermest det virkelige
punktet, og vi kan derfor anta at prisutviklingen i arene fremover best beskrives
eksponentielt.

Vi kunne ogsa sjekket hvor hgy hver av modellen spar kvadratmeterprisen vil veere i
2022, ved a skrive inn x=12, og deretter bruke «Skjeering mellom to objekt»:

y kr per kvm

90000 eqi

80000
70000
'B/=<,12 62518.26)

A = (12, 56720)

h(x) = 32000 - 1.06"

g(x) = 2060 x + 32000

x ar etter 2010
2 0 2 4 6 8 10 P 14 16

Konklusjonen blir uansett den samme: den eksponentielle modellen er neermest den
virkelige prisen, og prisutviklingen beskrives best eksponentielt!
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Polynomisk utvikling: y = ax? + bx + ¢

Felles for lineaer og eksponentiell utvikling er at utviklingen enten er positiv eller
negativ. Dersom vi skal beskrive utvikling som bade er positiv og negativ, ma vi bruke
polynomiske modeller.

Ordet poly betyr flere, og en polynofunksjon bestar av flere ledd. En
polynomfunksjon inneholder variabler med ulike eksponenter, og den hgyeste
eksponenten bestemmer graden.

Et tredjegradspolynom inneholder et ledd med x3 som hpyeste eksponent.

Et andregradspolynom inneholder et ledd med x? som hoyeste eksponent.

Regresjonsmaodel

Du velger polynom her og grad her

(]
L

Polynom v

Oppgave 35

Yr.no har fglgende prognose for temperaturen pa Hellerud onsdag 3. juni:

Klokkeslett | O 2 3 5 8 (10 |11 |14 |15|17 |20 (21|22 23
Temperatur | 16 | 13 | 12 | 12 | 15| 19 (21|23 |24 (2320|1918 |18

| tillegg bruker nettsiden fglgende linjediagram for a vise den forventet temperatur
samme dag:

Onsdag 3. juni Torsdag 4. juni

o
10 [ 0 o o 0 0 0

e A B R N A R R

12 14 16 18 20 22 00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 00 02 04 06 08 10

Legg informasjonen i tabellen inn som punkter i GeoGebra, og velg en modell med en
graf som ligner pa linjediagrammet ovenfor.
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Polynomisk utvikling utfra funksjonsuttrykk

Funksjonen F gitt ved

F(x) = —0,3x* + 9x3 — 62x2 + 1960

0<x<12

er en modell som tilneermet viser det elektriske energiforbruket F(x) kWh per méned i

en enebolig x maneder etter 1. januar 2021.

Dersom vi skriver inn funksjonsuttrykket i GeoGebra, kan vi bruke grafen til a finne ut

for eksempel:

- Hvor hgyt strgmforbruket var i november (2045 kWh, se punkt A)
- | hvilke maneder stromforbruket var lavere enn 1500 kWh (fra april til

septbemer, se punkt B og C).

kWh
2500

2000-f

\ b (4‘ 1500)

A = (11, 2045)

__~C =(9,1500)

g 1 \_/v

f(x) = 0x*+ 95> — 6257+ 1960, (0 <x < 12)
1000

500

X maneder etter 1. januar 2021

9 10 1 12
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Hoyest eller lavest verdi - ekstremalpunkt

En utvikling som bade stiger og synker vil ha en lavest og en hgyest funksjonsverdi.
Dette kan vi enten finne i ett av endepunktene til grafen, eller ved a bruke
«Ekstremalpunkt».

Ved a velge «Ekstremalpunkt» kan du tenke at vi ber GeoGebra finne x- og y-verdier
der grafen snur.

: . e
~ D@k

o Nytt punkt _ .
Du finner «snupunktene» ved a

[.;‘\ Punkt pa objekt velge «Ekstremalpunkt» her:

1'," Fest/ frigjer punkt

>\/ Skjeering mellom to objekt
Deretter trykker du hvor som helst
pa grafen.

. Midtpunkt eller sentrum

.z Komplekst tall

N Ekstremalpunkt
‘{\; Nullpunkt

Nedenfor finner vi hgyest og lavest
stremforbruk i forrige eksempel:

kWh

2500

2000‘

1500

E = (6, 1276)

f(x) = 0x"+ 93— 62 + 1960, (0<x<12)
1000

500

X maneder etter 1. januar 2021
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12

Ved a bruke «Ekstremalpunkt», finner GeoGebra snupunktene D og E. Vi kan se at
punkt E er lavest pa kurven, og dette forteller oss at stremforbruket var lavest i

juni (1276 kWh). Hoyest forbruk var i desember (2363 kWh). Avstanden fra lavest til
hgyest y-verdi kalles funksjonens verdimengde.
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Momentan vekstfart i ett punkt

Det kan veere interessant a beskrive endringen i y- verdi utfra ett bestemt punkt. Det
er dette som kalles momentan vekstfart.

For a finne den momentane vekstfarten til y i ett bestemt punkt ma vi forst lage
punktet. Deretter velger vi «Tangent», og trykker pa grafen og punktet vi lagde. Vier
ute etter stigningstallet til denne tangenten. Stigningstallet forteller om
utviklingen i y- verdi i akkurat dette punktet. Velg «Stigning», og trykk pa begge
tangentene.

| eksempelet nedenfor gnsker vi a finne den momentane vekstfarten i mai og

oktober.
. m g e . . . -
> @O & X 7 Tangent finner du her: £ X 22 B
e

i —j-." Normal linje é Vinkel
= Parallell linje ¢, Vinkel med fast storrelse
[ AN cm
' ‘/- Midtnormal / Avstand eller lengde
| em?

Areal

4 Halveringslinje for vink pd Area

; /| Stigning
' rb Tangenter
{ {1,2} Lag liste

.Q Polar linje eller konjugert diameter
S a=?b Forhold mellom to objekt

| 3+ Bestetipasset linje Stigning finner du her: =/ _
¢ \/ Funksjonsanalyse

(\é\ Geometrisk sted

kKWh

2000 |f

1500

f(x) = 0x*+ 93— 62x* +1960, (0 < x<12)

1000

500

x maneder etter 1. januar 2021

a 1 2 / 4 5 ] 7 8 9 10 1 12

Stigningstallet til tangenten i punkt H forteller at i mai synker forbruket med
148 kWh per maned.

Stigningstallet til tangenten i punkt J forteller at i oktober stiger forbruket med
260 kWh per méaned.
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Gjennomsnittlig vekstfart mellom to punkter

Det kan ogsa veere interessant & beskrive endringen i y- verdi mellom to punkter.
Det er dette som kalles gjennomsnittlig vekstfart.

For & finne den gjennomsnittlige vekstfarten til y mellom to punkter ma vi forst
lage punktene (i dette eksempelet skal vi bruke punkter vi fant i forrige eksempel).

Deretter velger vi «Linjestykke mellom to punkt», og trykker pa punktene vi lagde. Vi
er ute etter stigningstallet til dette linjestykket. Stigningstallet forteller om
gjennomsnittlig utvikling i y- verdi mellom disse punktene. Velg «Stigning», og trykk
pa linjestykket.

y . - . .. . . (o
/"'-.’ s ® @ é:' Linjestykke finner du her: /fe, \ 2 G
=
) 106 &, Vinkel
: " Linjestykke mellom to punkt «z, Vinkel med fast storrelse

cm
2 Linjestykke med bestemt lengde / Avstand eller lengde

cim?
: ~ strale giennom to punkt pd Areal
- Stignin
:_{\ Polylinje /A aning
{1.2} Lag liste
" Vektor

a=?b Forhold mellom to objekt

- . .
«w Veklorfra punkt Stigning finner du her: -
U Funksjonsanalyse

2000

1500

f(x) = 0x" +9x° — 62> + 1960, (0 <x<12)

1000

500

x maneder etter 1. januar 2021
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Stigningstallet til linjestykket forteller at stremforbruket gkte i giennomsnitt med
83 kWh per méaned fra mai til oktober.
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Presentasjonsoppgave

Det blir stadig vanskeligere for ungdom & skaffe seg arbeid. Andelen ungdom med
deltidsjobb har sunket jevnt siden ar 2000, og det er forelgpig ingen tegn til at
utviklingen endres.

oM por
wiestes . Jobb

for unge 1 Oslo .

Eradigy

Tabellen nedenfor viser andelen av 17 ar gamle gutter og jenter som har deltidsjobb i
noen utvalgte ar.

Ar 2000 2005 2010 2015
Andel jenter 74,1 63,9 64,6 55,9
Andel gutter 73,9 61,2 56,2 48,5

Kilde: https://www.ssb.no

Bruk informasjonen i tabellen, og lag en modell for hvert av kjgnnene som viser
utviklingen i andelen jenter og gutter som har deltidsjobb.

Hva forteller modellene om nedgangen i andelen ungdom som har deltidsjobb? Hvilket
gyldighetsomrade har modellene?
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En eksamensoppgave
Jakob er selger.
Manedslgnnen hans er gitt ved
M(x) = 0,075x + 32 000 'll. |II
nar han selger for x kroner i lgpet av en maned.

En maned selger Jacob for 150 000 kroner.

Bestem ménedslgnnen hans denne méneden.

En eksamensoppgave (del 1)
Sarah har deltidsjobb som bokselger.

Modellen viser timelgnnen hennes nar hun selger x boker i lopet av en time.

y Timelenn (kroner)

300

200
150
100

50

Antall solgte beker
X

0 2 4 6 8 10 12

Hvor mange boker ma Sarah selge i l@pet av en time for at timelgnnen skal bli 450
kroner?
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En eksamensoppgave

Markus skal leie en bil i ett degn. Grafene nedenfor viser prisen han ma betale i Firma
A, Firma B og Firma C.

¥ Kroner
1500

1400
1300
1200
1100 Firma B
1000

i)

EOD

Firma A

F00

&0D

500

AanMhmemrx

D 25 530 75 100 125 150 175 200 225 250 273 300

a) Forklar at prisen Markus ma betale hos Firma A, kan beskrives med uttrykket
A(x) = 4x + 600

b) Hva blir prisen per km hos Firma B dersom Markus kjorer 50 km?
Hva blir prisen per km hos Firma B dersom Markus kjgrer 400 km?

Markus skal kjgre fra Bodg til Sulitjelma og tilbake til Bodg igjen. Pa internett finner
han ut at kjgreavstanden fra Bodg til Sulitjelma er 9,7 mil.

c) Gjer beregninger, og vurder hvilket firma han bor leie hos.
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En eksamensoppgave

Verdifallet utgjor bilens storste kostnad, seerlig
det forste aret, enten bilen er kjopt ny eller brukt.
Verdifallet utgjgr bilen stgrste kostnad. Verdifallet er i de aller fleste tilfellene sterst det fgrste dret.

For en nybil kan du forvente 20 prosent fgrste dret. Deretter om lag 14 prosent av bruktprisen fra det
andre aret, synkende til 10 prosent det sjette dret. Og fra det sjette dret 10 prosent arlig.

Teksten ovenfor er hentet fra smartepenger.no.
Mathilde kjgpte en ny bil. Bilen kostet 390 000 kroner.

Mathilde vil lage en oversikt som viser bilens verdifall i prosent de fgrste seks arene.
Hvert ar vil hun sammenligne bilens verdi med verdien aret for. | tillegg vil hun hvert ar
sammenlikne bilens verdi med verdien da den var ny.

Hun har brukt tallene fra smartepenger.no, og satt opp et regneark som vist nedenfor.

A B C
] Verdifall i prosent
7 Ar Sammenliknet med verdien aret far | Sammenliknet med verdien som ny
3 1 20 % 20 %
4 i 14 % 31 %
g 3 13 %
f 4 12 %
7 5 11 %
8 6 10 %

a) Vis hvordan Mathilde kan ha kommet frem til 31 % i celle Ck4.

b) Lag regnearket og legg inn formler for & regne ut verdier i de grgnne cellene.

Mathilde vil ogsa ha en oversikt som viser verdifallet i kroner for bilen hun kjopte.
Hvert ar skal oversikten vise verdifallet fra aret for. | tillegg skal den for hvert ar vise
verdifallet i kroner fra da bilen var ny.

c) Utvid regnearket fra oppgave b) slik at du ogsa far med en slik oversikt.
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En eksamensoppgave

Tabellen nedenfor viser antall innbyggere i Norge 1. januar noen utvalgte ar.

Ar 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2017

Innbyggere
3,57 3,86 4,08 4,23 4,47 4,85 5,25

(millioner)

La x veere antall ar etter 1960. (La x = 0 svare til ar 1960, x = 10 til 1970 osv.)

For du begynner med oppgavene nedenfor ma du regne ut x- verdiene til alle

arstallene.

Vis at f(x) = 3,57 - 1,006* er en modell som passer godt med tallene i tabellen. Hva
forteller tallet 1,006 i denne modellen?

En eksamensoppgave

Dato 1. juni 1. juli 1. august 1. september
Antall tusen

registrert 6278 10 660 17 837 25761
smittet

Tabellen viser antall tusen personer som totalt var registrert smittet av covid-19
noen dager i 2020.

La x = 1 svare til 1. juni, x = 2 til 1. juli, x = 3 til 1. august og x = 4 til 1. september.

a) Bruk regresjon til a vise at funksjonen f gitt ved
f(x) = 4038 - 1,608*
kan brukes som en modell for antall tusen personer som totalt var registrert
smittet maned for méned i denne perioden.
b) Hvor mange prosent gkte det totale antallet registrert smittede personer med

per maned, ifolge modellen?
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En eksamensoppgave

Lars og Lene forsker pa hvordan antallet hoppekreps i et ferskvann endrer seg.
Tabellen nedenfor viser antall observerte hoppekreps noen dager i april og mai.
l 3. mai 4. mai [ 6. fnai

30000 | 120000 |

Dato 30. april
Antall hoppekreps 10000 | 20000

Ut fra disse observasjonene vil Lars og Lene lage ulike modeller. De lar x vaere antall
dager etter 30. april, og y veere antall hoppekreps.

Nar Lars lager sin modell, antar han at antallet hoppekreps gker med et fast antall
hver dag.

a) Bestem modellen han da far.
Gjor rede for hva hvert av tallene i modellen betyr i denne praktiske
situasjonen.

Nar Lene lager sin modell, antar hun at antallet hoppekreps oker med en fast prosent
hver dag.

b) Bestem modellen hun da far.
Gjor rede for hva hvert av tallene i modellen betyr i denne praktiske
situasjonen.

9. mai ble det registrert omtrent 150 000 hoppekreps i ferskvannet.

c) Avgjer om utviklingen i antall hoppekreps passer best med modellen du lagde i
a) eller modellen du lagde i b)
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Presentasjonsoppgave

| tabellen nedenfor finner du informasjon om lennsutvikling i perioden 2015 - 2019
blant ulike yrkesgrupper.

Gjennomsnittlig manedslonn
Yrkesgruppe 2015 2016 2017 2018 2019
Ledere 63400 64350 65800 67810 70150
Akademiske yrker 49620 50370 51640 53120 54970
Kontoryrker 36840 37660 38560 39720 41000
Salg og service 32510 33210 33980 34900 36140
Handverker 36080 36890 37900 38940 40210

La x veere antall &r fra 2015. Bruk GeoGebra til & finne:

- enlineaer beskrivelse av lgnnsutviklingen til hver av yrkesgruppene
- en eksponentiell (prosentvis) beskrivelse av lennsutviklingen til hver av
yrkesgruppene

Syns du lgnnsutviklingen til yrkesgruppene er rettferdig?

En eksamensoppgave

Funksjonen f gitt ved
f(x) = —9x3 +270x% — 1400x + 3000 , 0<x <24

viser hvor mange personer som var logget pa en nettside x timer etter midnatt et gitt
degn.

a) Bruk graftegner til & tegne grafen til f.
b) Hvor mange var palogget nettsiden kl. 07.00?
c) Mellom hvilke klokkeslett var flere enn 7 500 palogget nettsiden?
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En eksamensoppgave

Funksjonen B gitt ved
B(x) = 0,006x* — 0,33x3 + 5,7x2 —32,1x + 59,3 , 5<x<23

viser hvor mange grader B(x) sola stod over horisonten x timer etter midnatt i Bergen
21.juni 2021.

N'th NE East SE S'th sw West NW N'th

a) Bruk graftegner til & tegne grafen til B.
b) Mellom hvilke klokkeslett sto sola hgyere enn 30 grader over horisonten?
c) Hvor hgyt over horisonten sto sola kl. 19.307?

En eksamensoppgave

Funksjonene M og T gitt ved
M(x) = —0,0002x3 + 0,046x2 + 2x + 396 , 0<x<190
T(x) = —0,00028x3 + 0,066x2 + 2,2x + 295 . 0<x<190

viser tilneermet daglengde, M (x) minutter i Mandal og T (x) minutter i Trondheim, x
dogn etter 31. desember 2021.
a) Tegn grafene til M og T i samme koordinatsystem.
b) | hvor mange dager var daglengden i Mandal lengre enn daglengden i
Trondheim?
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En eksamensoppgave

| denne oppgaven skal vi bruke funksjonen S gitt ved
S(x) = —3x* + 305x3 — 9000x2 + 66000x + 495000 , 0<x <50
som en modell for seibestanden S(x) tonn i Arktis x ar etter 1960.

a) Bruk graftegner til a tegne grafen til S.

b) | hvor mange ar var seibestanden lavere enn 450 000 tonn?

c) Nar var seibestanden i Arktis pa sitt laveste og sitt hgyeste? Hvor stor var
seibestanden da?

En eksamensoppgave

Anta at funksjonen A gitt ved
A(x) =0,002x* — 0,13x3 +2,75x> —18x + 118 , 0<x <30

kan brukes som en modell som viser verdien A(x) kroner av en aksje x uker etter
01.01.2023.

a) Bruk graftegner til a tegne grafen til A.
b) | hvor mange uker var verdien av aksjen hgyere enn 92 kroner?
c) Bestem verdimengden til A.
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En eksamensoppgave

Kari tapper ut vannet av en badestamp. Volumet V liter av vannet i badestampen x
minutter etter at hun har apnet kranen, er gitt ved

Vx)=2-30—x)2 , 0<x<30
a) Tegn grafentil V.

b) Hvor mye vann renner i gjiennomsnitt ut per minutt fra Kari apner krana, til
badestampen er tom?

c) Bestem den momentane vekstfarten til funksjonen V nar x = 10.
Gi en praktisk tolkning av svaret.

En eksamensoppgave
Funksjonen h gitt ved

h(x) = —0,0005x3 + 0,04x2 , 0<x <50

er en modell som viser hgyden h(x) cm til en plante, x dager etter at planten har
begynt a spire.

a) Tegn grafen til h.

b) Finn den momentane vekstfarten til h(10).
Gi en praktisk tolkning av svaret.

c) Finn stigningstallet til den rette linja som gar gjennom
punktene (10,h(10)) og (40, h(40).
Gi en praktisk tolkning av svaret.
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En eksamensoppgave

En nettbutikk vil starte salg av en ny type ski 1. november 2022.
Anta at funksjonen S gitt ved
S(x) =0,75x3 —59,5x%2 +1200x , 0<x <52

kan brukes som en modell for hvor mange par ski S(x) butikken vil kunne selge per uke
x uker etter salgsstart.

a) Hvor mange uker vil butikken kunne selge mer enn 5000 par ski, ifglge
modellen?

b) Bestem stigningstallet til den rette linja som gar gjennom punktene (0,5(0)) og
(12,5(12)). Gi en praktisk tolkning av svaret.

En eksamensoppgave

Et firma produserer vanntanker. Carl har undersgkt en av tankene og funnet ut at
dersom tanken er full og kranen apnes, vil det etter x minutter veere V(x) liter vann
igjen i tanken, der

V(x)=(10-0,1x2)3 , 0<x<10

a) Bestem V(0), og gi en praktisk tolkning av svaret du far.
b) Bruk graftegner til & tegne grafen til V.
c) Hvor lang tid gar det fra kranen apnes, til det er 400 L vann igjen i tanken?
d) Hvor mye vann renner i giennomsnitt ut av tanken per minutt mens den
tommes?
e) Bestem den momentane vekstfarten til funksjonen V nar x = 3.
G en praktisk tolkning av svaret du far.
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En eksamensoppgave

En dyrebestand bestar i dag av 500 dyr. En forsker antar at bestanden vil doble seg i
lgpet av de neste 10 arene.

a) Sett opp en modell L(x) som viser hvor mange dyr det vil veere i bestanden om
x ar, dersom vi antar at bestanden gker linesert.

b) Sett opp en modell E(x) som viser hvor mange dyr det vil veere i bestanden om
x ar, dersom vi antar at bestanden gker eksponentielt.

c) Tegn grafen til funksjonen F gitt ved
F(x)=L(x)—E(X) , 0<x<13
d) Bestem toppunktet pa grafen til F, og skjeeringspunktene mellom grafen til F og
hver av de rette linjene x =12 ogy = 12.
Gi en praktisk tolkning av svarene du far.

Presentasjonsoppgave

Tabellen nedenfor viser det manedlige stremforbruket til en eneboligi Osloi 2019.

Maned 1 2 8 4 5 6 7 8 © 10 11 12
kWh 2800 | 2230 | 2360 | 1420 | 1410 | 1190 | 720 | 1070 | 1180 | 1800 | 2430 | 2520

| tillegg far du vite at den gjennomsnittlige stremprisen i 2019 var 112,6 gre/kWh.

Bruk informasjonen over til a finne interessant informasjon om strgmforbruket til
boligen.
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En eksamensoppgave (del 1)

Tabellen nedenfor viser hgyden til Klara noen ar fra hun var 4 ar, til hun var 10 ar.

Alder (ar) 4 5 8 10

Hoyde (cm) 100 107 128 142

a) Lagen modell som viser sammenhengen mellom hgyden og alderen til Klara,
basert pa tallene i tabellen.
b) Hvor hay vil Klara vaere nar hun fyller 19 ar, ifolge modellen?

Klara var 50 cm hgy da hun ble fgdt.

c) Gjer beregninger og vurder gyldighetsomradet til modellen du fant i oppgave
a).

En eksamensoppgave

Tabellen nedenfor viser salg av energidrikker i Norge hvert ar fra 2015 til 2021.

Arstall 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | 2020 | 2021

Salg (tusen liter) | 18 899 | 21 664 | 25381 | 31 385 | 41 142 | 55497 | 67 997

La x veere antall ar etter 2015.
a) Lagen modell pa formen
E(x) =a-b*
som passer godt med tallene i tabellen.
b) Hva forteller tallene a og b i modellen du fant i oppgave a)?
| 2022 var salget av energidrikk 73 109 tusen liter.

c) Hvor stor var gkningen i salget av energidrikk i prosent fra 2021 til 2022?
Vurder hvordan dette passer med modellen i oppgave a).
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En eksamensoppgave

Lengde

Bredde

En gruppe speidere har slatt opp telt ved en elv. De har et tau som er 80 m langt, og
fire pinner. Tauet og pinnene skal de bruke til & sette opp et gjerde rundt teltet.
Omradet de gjerder inn skal ha form som et rektangel, og de vil ikke sette opp gjerde
langs eleven. Se skissen ovenfor.

a) Hvor stort blir arealet av omradet dersom de velger at lengden skal veere 60
meter?

Hermann pastar at arealet av omradet blir storst dersom lengden er dobbelt sa lang
som bredden.

b) Lag en systematisk oversikt som viser arealet av ulike omrader som de kan
gjerde inn. Bruk oversikten til 8 argumentere for at Herman sin pastand kan
veere riktig.

Josefine lurer pa om de kan tegne en graf som viser at Hermann har rett. Hun prover a
sette opp et funksjonsuttrykk som hun kan bruke.

c) Sett opp et funksjonsuttrykk for Josefine. Tegn grafen og vis at Hermann sin
pastand er riktig.

Sammenheng og utvikling Side 127



En eksamensoppgave

En dag gar Aurora med jevn fart fra huset der hun bor, til postkontoret, som ligger

noen kilometer unna. Hun star i ke for 8 hente en pakke. Nar hun har fatt pakken, gar

hun med jevn fart hjem igjen.

Hvilken av de grafiske fremstillingene nedenfor beskriver best lengden av turen som

en funksjon av tiden?

Husk & begrunne svaret ditt.

. y kilometer
y kilometer
A B
X minutter X minutter
y kilometer
+ y kilometer
C
D
X minutter X minutter
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En eksamensoppgave

De siste arene har Lars bodd pa Svalbard fra 1. februar til 1. oktober. Hvert ar har han
malt temperaturen utenfor huset sitt pa ulike tidspunkt noen dager hver uke.

Han har funnet at funksjonen T gitt ved
T(x) = 0,048x* — 1,4x3 + 13,36x2 —458x +352 , 2<x<10

er en rimelig bra modell for gjennomsnittstemperaturen T (x)°C hvert degn de
manedene han bor pa Svalbard, nar han lar x = 2 svare til 1. februar, x = 3 til 1. mars,
x = 4 til 1. april og sa videre.

a) Omtrent hvor mange degn i perioden 1. februar - 1. oktober er
gjennomsnittstemperaturen over 0°C, ifglge modellen?

b) Bestem stigningstallet til den rette linjen som gar gjennom punktene(3,T(3)) og
(7,T(7)). Gi en praktisk tolkning av dette stigningstallet.
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En eksamensoppgave (del 1)

L (100, 1)
10 (81, 9) -
®
81 (49, 7)
®
61 (25, 5)
™
4
21 ® (4, 2)
b4
10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 a0 100
-2

Ovenfor ser du grafen til en funksjon f.

a) Sett opp et mulig uttrykk for f(x).
Husk & forklare hvordan du tenker.

b) Bestem, hvis det er mulig, f(16), f(400), f G) og f(—25).
Om du mener det ikke er mulig & bestemme én eller flere av verdiene, ma du
huske & argumentere for dette.
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En eksamensoppgave

Per og Solveig har nok materialer til & lage et gjerde som er 64 m langt. De skal
gjerde inn et omrade som skal ha form som et rektangel, og de gnsker at omradet skal

fa storst mulig areal.
Per pastar at arealet blir sterst mulig dersom alle sidekantene er like lange.

a) Vis at Per sin pastand kan veaere riktig, ved a lage en oversikt som viser arealet
av ulike rektangler med omkrets 64 m.

Solveig lurer pd om de kan tegne en graf som viser at Per har rett. Hun prever a sette
opp et funksjonsuttrykk som hun kan bruke.

b) Sett opp funksjonsuttrykket for Solveig. Tegn grafen, og vis at Per sin pastand
er riktig.
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En eksamensoppgave

def f(x):
return 3 % x - 15 # Definerer funksjonen f gitt wved f{x) = 3x - 15
x =8

while x == 18:

if f(x) == @:
print(x)
X=x+1

Lars har skrevet programkoden ovenfor.

a) Hva onsker han a finne ut?
Hva blir resultatet nar han kjorer programmet?

b) Hva vil resultatet bli om han endrer funksjonsuttrykket til x2 — 6x + 8?

Lars endrer funksjonsuttrykket til x? — 144 og ser at han ma gjere noe med
programmet.

c) Foresla endringer Lars kan gjore.
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Instruksjoner i GeoGebra

Sjekkliste for GeoGebra-oppgaver:

Har jeg skrevet inn aksetitler?

Har jeg trukket funksjonsuttrykket inn i koordinatsystemet?

Synes hele grafen pa bildet?

Har jeg trukket alle punktene inn i koordinatsystemet?
Har jeg skrevet en svarsetning pa alle deloppgavene?
Har jeg skrevet framgangsmate pa alle deloppgavene?

Har jeg tydelig oppgavenummer?

Nar funksjonsuttrykket er oppgitt:

Hva Hvordan Knapp
Lage graf funksjonsuttrykket, start < x < slutt | —0.3x% + 4x + 7, 0<x<10
Grafikkfelt
I, Vis akser v
Vis rutenett v
Skrive Hoyreklikk i grafikkfeltet, velg Verkloylnie fornavigasien
aksetitler grafikkfelt Xhkse - yhkse '
@, Forstorr eller forminsk 4
Vis alle objekter
# Standard visning
£ Grafikkfelt ...
&L D@
Skriv inn den oppgitte opplysningen A Nyt punkt
i oppgaven, for eksempel x=7 eller
Lage punkt y fgg P P2\ Punkt pa objekt
Bruk «Skjaering mellom to objekt» \/' Fest / frigjer punkt
o St metem e ¢
B S lc]4
Finne N
. o+ Nytt punkt
funksjonens Bruk «Ekstremalpunkt».

lavest eller
hgyest verdi.
Finne
funksjonens
verdimengde.

Sjekk grafens endepunkter. Disse
kan veere funksjonens hgyeste eller
laveste verdi.

FA\ Punkt p& objekt
\/' Fest / frigjer punkt
>< Skjaering mellom to objekt

. Midtpunkt eller sentrum

o2 Komplekst tall

Ekstremalpunkt
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Hva Hvordan Knapp
OO 4
o Linje
Fgrst ma punktene lages.
Finne Bruk «Linjestykke mellom to punkt».

gjennomsnittlig
endring eller

Trykk pa punktene.

Bruk «Stigning». Trykk pa linja du

vekstfart lasde _
mellom to gae. é Vinkel
unkter _ o S Vi
P Stigningen er svaret p& oppgaven. «, Vinkel med fast storrelse
Stigningstallet forteller hvordan y “n# avstand eller lengde
endres per x mellom punktene.
C"E;ﬂ Areal
A stgning >
BNEIEr:
J_ﬂ:_, Normal linje
-+ Parallell linje
,}'\’ Midtnormal
Forst ma punktet lages. '
.(:_ Halveringslinje for vinkel
Bruk «l’angenter». Trykk pa punktet
. og grafen. '
Finne £
momentan

vekstfarti ett
punkt.

Bruk «Stigning». Trykk pa tangenten
du lagde.

Stigningen er svaret pa oppgaven.
Stigningstallet forteller hvordan y
oker per x i det punktet du lagde

.{_:. Vinkel med fast sterrelse

j"/’ Avstand eller lengde

C"Eﬂ Areal
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Nar du skal lage en eller flere modeller ut fra punkter:

Steg 1 - dpne regnearket i GeoGebra

o

Ny

Apne

Lagre
Eksporter bilde
Del

Last ned som...

e« A@ @ O+ WP

* Rediger

LY

¢ Oppsett

Forhandsvis utskrift

Fil

Rediger

Yy NP

T

R . "+ Oppsett
Trykk pa «Vis».
Vis
EAlgebrafelt
CICAS
HEGrafikkfelt
OGrafikkfelt 2
OGrafikkfelt 3D

=F(URegneark

A OSannsynlighetskalkulator

Trykk pa «Regneark»

& T =2

/

Steg 2 - skriv inn punktene fra tabellen

A

R Y

B

Vi skriver x- verdiene i A-kolonnen, og y-
verdiene i B-kolonnen

17

32

47

62

Steg 3 - marker punktene og lag en regresjonsanalyse

A
1 1 17
2 4 32
3 7 47
4 10 62
| ]
2

'ﬁ} GeoGebra klassisk

NI IEENDY

+ #Ed]] Analyse av en variabel
Trykk pa ;
“s»/e Regresjonsanalyse

Marker tallene

«Regresjonsanalyse

I .
=+ Analyse av flere variabler
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Steg 4 - velg riktig modell m

Linez=r
° . Log

X A1:A4 Trykk p& denne pila —

Potens

- o y Eksponentiell 2 -
Fegresjonsmodel Velg gnsket modell _
Eksponentiell

Ingen ve—_ sin

Logistisk

Steg 5 - svar pa oppgaven

Punkidiagram ~ ¥ [ Tx "33:; g XsY
Y-B1:B4

50

50

40

30

20

0 1 2 3 4 5 5 7 8 9 10 1

X-A1:A4

Regresjonsmodel

Symbolsk utregning: x = y=

Modellen/funksjonsuttrykket er svaret pa oppgaven, og skal svares i Word. Du kan
velge mellom & skrive det inn i Word selv, eller klippe ut og lime inn.

Dersom du skal lage flere modeller utfra de samme punktene, ma dette gjores for hver
modell.

@nsker du a bruke grafene til a finne informasjon, kan dette gjgres ved a trykke pa
«Kopier til grafikkfelt».

Punkidiagram @

Y. B1:B4 - ,
Kopier til grafikkfeltet

Eksporter som bilde
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Losningsforslag

Eksamensoppgave side 115
Jacob tjener (0,075 - 150000 + 32 000 =) 43 250 kroner denne maneden.

Eksamensoppgave side 115
Sarah ma selge 20 boker for at timelgnna skal bli 450 kroner

y = 15 x4 150

Symbolsk utregning: x= 20 y= 450

Eksamensoppgave side 116

a) Grafen som beskriver prisen Markus ma betale hos firma A er ei rett linje som gir

gjennom punktene (0}6{][}] og (25,?[)[]},

Da er stigningstallet

700—-600 100 _

= 4.
25-0 25

Punktet (0, 600) forteller dessuten at konstantleddet er 600.
Linja er altsi grafen til 4(x)=4x+ 600, som skulle forklares.

b) Leser av grafen og ser at totalprisen blir 1000 kroner hos firma B dersom Markus

kjgrer 50 km.
1000kr _ 0 4
50km km

c)

Ser ogsd av grafen at totalprisen gker med 200 kroner per 100 kilometer, si det
ma bli 1700 kroner totalt for 400 km nir det er 1500 kroner totalt for 300 km.

1700kr _ 4?25;(7
400km km

Hos firma B blir prisen 20 kr per kilometer dersom Markus kjgrer 50 km, mens
prisen blir 4,25 kr per kilometer dersom han Kjgrer 400 Kilometer.

9. Tmil-2=9Tkm-2 =194km , si turen er altsi pi totalt 194 kilometer.
Vi ser av de ulike grafene at det er firma C som lgnner seg her.
Markus bar leie bil hos firma C.
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Eksamensoppgave side 117

a)

Ett verdifall pa 20 % gir en vekstfaktor pa 0,8. Et videre fall pa 14 % gir et totalt fall p4 0,8 - 0,86 = 0,688. 1 - 0.688 = 0,312 = 31%.

b)
A B C D E F G H
1
2
3
4 Mybilpris 390000 kr
5
& Verdifall i prosent Verdfall i kroner Bilens verdi
7 Ar fra fjordret fra nyverdi frafjordr  fra nyverdi
a 1 20 % 20.0 % r 78000 78000 312000
g 2 14 % 31.2% 43680 121680 268320
10 3 13 % 40.1 % 34882 156562 233438
11 4 12 % 47.3% 28013 184574 205426
12 5 11 % 53.1% 22597 207171 182829
13 ] 10 % 57.8% 18283 225454 164546
AlB C D E F G H
1
2
3
4 Mybilpris 390000 kr
5
6 Verdifall i prosent Verdfall i kroner Bilens verdi
7 Ar fra fjoraret fra nyverdi fra fjorar fra nyverdi
8 1 0.2 =D8 2[]4*[)8;"100% =F8 =D4-F8
] 2 0.14 =100% -({100%-E8)*(100%-D9) =H8*D9 =G3+F9 =HE-F9
10 3 0.13 =100% -{100%-E9)*(100%-D10} =H9*D10 =GE9+F10 =HS5-F10
11 4 0.12 =100% -{100%-E10)*(100%-D11) =H10*D11 =G10+F11 =H10-F11
12 5 0.11 =100% -(100%-E11}*(100%-D12) =H11*D12 =G11+F12 =H11-F12
13 6 0.1 =100% -{100%-E12)*(100%-D13) =H12*D13 =G124F13 =H12-F13
14
c)
Se figur i b.

Eksamensoppgave side 118

Har brukt regresjon til & vise at modellen passer godt med tallene i tabellen.
1,006 er en vekstfaktor, som forteller at folketallet i Norge gker med 0,6 % per ar
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Eksamensoppgave side 118

A B
1 1 6278
2 2 10660
3 3 17837
4 4 25761
X:A1:A4
Y:B1:B4

Regresjonsmodell

y = 4038.4858 - 1,608

Eksponentiell =

b) Jeq ser at vekstfaktoren er 1,608.

25000

10000

Det betyr at antall registrert smittede gkte med 60,8 % per maned.

Eksamensoppgave side 119

a) Ifglge Lars gker antall hoppekreps med 16 800 per dag.
b) b) Ifolge Lene gker antall hoppekreps med 49 % per dag.

c) Sammenlignet med antall hoppekreps 9. mai kan det kan virke som om

utviklingen i antall hoppekreps bgr beskrives linesert.

ant. hoppekreps
250000 ¥ uld i

200000

150000

100000

50000

@

Hoppekreps 9. mai

h(x) = 7960.54 - 1.49*

X dager etter 30 april

b o7 3

2
| &(x) = 16800 x — 9600

3 4 5

3 9 10 1

B

10000
20000
30000
120000

O o~ 3 O ‘CO‘ NJ‘ -

17
18
19

Ao
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Eksamensoppgave side 120

b) KLl. 07.00 var 3343 palogget nettsiden.
c) Detvar mer enn 7500 palogget nettsiden mellom 10.23 og 21.49 (husk at
desimaltimer ma gjores om til timer og minutter).

y ant. palogget eq1
14001

1200
1000

800

B = (10.39, 7500) C = (21.82, 7500)
6001

4001

’ A=(7,3343)
200

f(x) = —9x* 4270 x* — 1400 x + 3000, (0 < x < 24)

X timer etter midnatt
0 2 4 ] ] 10 12 14 16 18 20 22 24 26

Eksamensoppgave side 121

b) Solen sto hgyere enn 30 grader over horisonten mellom kl. 8.53 og 18.27 (husk
at desimaltimer ma gjores om til timer og minutter).
c) KL 19.30 sto solen omtrent 21 grader over horisonten.

y grader e

A = (8.89,30) C = (18.46,30)

f 1

D = (19.5,21.41)

B
B(x) = 0.01x"— 033 +57x* —321x+59.3, (5<x<23) % tilor stter midnatt

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
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Eksamensoppgave side 121

b) Etter 79 dager var daglengden lik i Mandal og Trondheim. Det betyr at
daglengden var lengre i Mandal enn i Trondheim de fgrste 78 dagene.

y daglengde
1200

1000

o M(x) = 0 +0.05x% +2x+396, (0<x<190)

A = (78.91,741.95)
600

400 LM
.
T(x) = 0x*+0.07x* +2.2x+295, (0 <x < 190)

200

x dager etter nyttar
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Eksamensoppgave side 122

b) Seibestanden var lavere enn 450 000 tonni 25 ar, fra 1972 til 1997.
c) Sebestanden var pa sitt laveste i 1985 (ca. 114 000 tonn), og pa sitt hoyeste i
2006 (omtrent 744 000 tonn).

y tonn sei i Arktis
E = (46.59, 743924.94)
so0000.| S(x) ==3 x" + 305 x> — 9000 » + 66000 x + 495000, (0 < x < 50)
C
600000
500000
A = (12.15, 450000) B = (37.16, 450000)

f

400000

300000

200000

100000

D = (24.93, 113736.61)
x ar etter 1960

-5 0 3 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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Eksamensoppgave side 122

b) Aksjekursen var hgyere enn 92 kroner de forste to ukene, og deretter fra uke 8
til uke 30. Til sammen blir dette 24 uker.
c) Verdimengden til A er fra 81,63 til 163.

200

180

160

140

120

100

y aksjekurs kr

G = (30, 163)

A(x) = 0x* —0133 +2.753 — 18 x+ 118, (0 < x|< 30) /
813 F

V: (2, 92) C= (8/

80

60

40

20

T~ — |

D = (4,67, 81.63)

X uker i 2021

2 4 [ 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

Eksamensoppgave side 123

b) Det renner i gjennomsnitt ut 60 liter vann per minutt fra Kari apner krana, til
badestampen er tom.
c) Den momentane vekstfarten til V nar x = 10 er - 80. Det betyr at i det tiende

minutt renner vannet ut med en hastighet tilsvarende 80 liter per minutt.

y liter
A

1600

1400

1200

1000

800

600

400

200

V(x) = 2(30 —x)%, (0 <x< 30)

B x minutter

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
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Eksamensoppgave side 123

b) Den momentane vekstfarten til h(10) er 0,65. Det betyr at i dag 10 vokser
planten med en hastighet pa 0,65 cm per dag.

c) Stigningstallet til den rette linja som gar gjennom punktene (10, h(10)) og
(40, h(40)) er 0,95. Det betyr at planten vokser i giennomsnitt 0,95 cm per dag
mellom dag 10 og 40.

40 yem
35 /
B

30
. h(x) = 0x® +0.04x*, (0 < x < 50)
20
15
10
5

h X dager

5 OJ/ 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Eksamensoppgave side 124

a)
S(x) = 0.75x° —{59.5x* + 1200 x, (0 £x < 52)

8000

Antall

skipar
G000

(50, 5000)
D (5.62,5000) £ |(23.71,5000) !
4000
2000
Uker
) =) 10 15 20 25 30 a5 40 a5 20 a5 d

Tegner grafen til funksjonen S i Geogebra. Lager linja y=5000 og finner skjeeringspunktene mellom linja og grafen til S. Ser at butikken kan selge
mer enn 5000 par ski fra uke 5.6 til uke 23.7 (litt over 18 uker), og fra uke 50 til 52 (2 uker). Det vil si at butikken kan selge mer enn 5000 par ski i ca.
20 uker, ifalge modellen.
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Antall

Stigningstallet er 594, det betyr at i arets farste 12 uker aker skisalget i gjennomsnitt med ca. 600 par i uken.

Eksamensoppgave side 124

a) V(D) = (10 - 0,1-0%)
v(0) = (10 — 0)?
v(0) = 103
V(0) = 1000

Dette forteller oss at tanken rommer 1000 liter vann (antall liter igjen i tanken etter O minutter).
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b)

y, antall liter igjen pa tanken

1200

1000

BOD

3
V(x) = (10-0.1%)", ((0) <x < (10))

B0

400 l\'\

200

¥, antall minutter etter at kranen blir apnet

B0 [ HHEHHH8H A0 e e H e S0 Has 24108 -8+ Hdo

¢) Skriver inn y=400, velger «skjaering mellormn to objekt» og markerer grafen og linjen. Far punktet
A (se bildet under). Dette betyr at det tar 5,13 minutter far det er 400 liter igjen pa tanken. Altsa

omtrent 5 minutter og 8 sekunder fra kranen apnes til det er 400 liter igjen pa tanken.

y, antall liter igjen pa tanken

1200

1000

800

V(x) = (10-0.1x%)° ((0) < x < (10))

600
y = 400 o A =(5.13024, 400)

200

x, antall minutter etter at kranen blir apnet

6 4 20 2 4 s 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
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Eksamensoppgave side 125
a)

Dersom en bestand bestdende av 500 dyr dobler seg linezaert pa 10 ar ser funksjonen slik ut: L(x) = 50 x + 500

b)

Dersom bestanden gker eksponentielt far vi:

F LAD Fa I

1 500%*10=1000

Mles: {x= —1.07,x = 1.07}

E(z) =500-1,07*

c)

f(x) = Dersom{0 < x < 13, 50 x + 500) — Dersom{0 < x < 13,500 - 1.07")

(5.77, 49.72)

0479, 12)

12)

=20

d)

Grafen til f viser forskjellen i estimat mellom den linezere modellen og den eksponentielle, under de gitte forutsetninger. Den starste forskjellen er
pa ca. 50 dyr, etter ca 6 ar. Den prakiiske tolkningen av y= 12 er ved hvilke tidspunkt den linezere modellen estimerer 12 dyr mer enn den
eksponentielle. For x = 12 far vi en funksjonsverdi naer - 26. Det mé tolkes som at den eksponentielle funksjonen nd har det heyeste estimatet, og
etter 12 ar viser den eksponentielle funksjonen ca. 26 dyr mer enn den linezaere funksjonen.

Begge funksjonene, L og E skulls doble seg pa 10 ar. Fra figuren i ¢ ser man at det tar nesten 11 ar far E dobler seg. Det skyldes at jeg burde tatt
med en desimal til | uttrykket for vekstfaktoren.
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Eksamensoppgave side 126

a) Ser av tabellen at Klara, fra hun er 4 &r til hun er 10 ir, vokser med 7cm per iri
gjiennomsnitt.
Dersom vi skal lage en modell med dette som utgangspunkt, blir det en lineaer
modell pd formen h(x)=a-x+b, der h er hpyden i cm nir Klara er x ir

gammel.

Stigningstallet a er lik 7.

Konstantleddet vil vaere hgyden til Klara da hun var 0 r, altsd ved fadselen.

Da hun var 4 ir, var hun 100 cm hay, si vi ma trekke 7cm fra denne hgyden fire
ganger for i finne ut hvor hgy hun var ved fgdselen (ut fra informasjonen i
tabellen).

100—-4-7T=100-28=72.

Basert utelukkende pa tallene i tabellen, kan vi sette opp felgende modell for
sammenhengen mellom hgyden og alderen til Klara.

f(x)=Tx+72

b) f(19)=7-19+72=133+72 = 205.

L fal lellen vil Kl 205 centi hay ndr hun fller 19 &

c) Uavhengig av hvor hgy Klara var ved fadselen, kan vi si at hgyden modellen gir ikke
kan stemme, for 72 centimeter er altfor stort for et nyfadt barn.

Klara har vokst 50 centimeter i l@pet av sine 4 fgrste levedr, som tilsvarer 12,5
cm per ar i gjennomsnitt. Dette passer dirlig med vir modell. Falgelig passer
starthgyden ogsd dirlig. Vi ma altsi anta at Klara vokste raskere i starten av livet,
enn i den 6-drsperioden tabellen redegjar for.

Det er ikke umulig at ei jente fortsetter 3 vokse helt fram til 19-drsdagen, og det
er heller ikke umulig at ei jente blir 205 centimeter hgy. Det er imidlertid ikke
veldig mange mennesker, jenter eller gutter, som blir 205 centimeter haye.

Hvor hay er Klara pa 15 drs-dagen i falge modellen?
F(15)=T7-15+72=105+72=177.

Dette kan vaere mer realistisk, gitt at Klara er i ferd med & slutte  vokse nir hun
fyller 15 ar.

Konklusjonen blir at det er vanskelig & bruke modellen til 4 si noe sikkert om
Klara sin hgyde utenfor det aldersspennet tabellen gir informasjon om
(ekstrapolere).

Det "tryggeste” vil vaere 3 si at tabellen har gyldighetsomride i aldersspennet 4 ar
til 10 &r, altsd4 < x < 10. Om en gnsker i gi utover dette omridet, bar man
begrense seg til aldersspennet 3-15 4r, altsd 3 < x <15, men dette vil gi mindre
sikre estimater.
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Eksamensoppgave side 126

a) Legger inn verdier for drstall (x = 0 svarer til 2015, x =1 til 2016, osv.) og salg i
regnearket i GeoGebra og gjennomfgrer regresjonsanalyse.
Velger eksponentiell modell.

L Punktdiaaram B @2
A FIKEEE |
Y: B1:B7
Al B | P
.-

1 0 18899 -SDDDJ _—

: 121664 5 — % 4 5 6 7

3 2 25381

4 331385 X ALAY

5 4 41142 Reiresjnnsrﬁc;::lell o

6 5 55497 Eksponentie B v 7396.365 - 1.24

7 6 67997 Symbolsk utregning: x = |

Lar salget av energidrikk i Norge, milti antall tusen liter, x ir etter 2015 vare
gitt ved felgende modell:

E(x)=17396-1,25"

b) Tallet b er vekstfaktoren som forteller at salget av energidrikk, i falge modellen,
gker med 25 % i gjennomsnitt per ir.
Tallet a er startverdien /utgangspunktet for modellen, og forteller at modellen tar
utgangspunkt i at salget var ca.17396 liter i 2015. Dette stemmer ikke helt med
de faktiske dataene, men er en justering for at modellen skal passe best mulig
med punktene i tabellen samlet sett.

¢) Faktisk gkning i prosent:

73109
——— = 1,075, som er vekstfaktor ved skning pa 7,5 %.

67997
Sal idrikk gl 1a.7.5 % fra 2021 til 2022

Dette er en vesentlig lavere gkning enn 25 %, s det passer dirlig med modellen i
oppgave a).

(Skal man vaere litt "pirkete”, er nok mer presist 4 si at modellen vir passer darlig
med virkeligheten, enn at virkeligheten passer dirlig med modellen)
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Eksamensoppgave side 127

a)

Dersom lengden er 60 meter, blir bredden 10 meter. Arealet blir da 60 - 10 = 600 kvadratmeter.

b)
Bruker Excel til & lage en oversikt. Bildet viser oversikten til venstre, og formlene som er brukt til hayre.
I A B LE A B =

1 Lengde Bredde Areal 1 Lengde Bredde Areal

2 20 0 0 2 80 =(80-A2)/2 =A2*B2

3 70 5 350 3 =A2-10 ={80-A3)/2 =A3*83

4 60 10 600 4 =A3-10 =(80-A4)/2 =A4*B4

5 50 15 750 5 |=as-10 =(B0-AS)/2 =AG*BS

6 a0 20 800 6 |=A5-10 =(80-A86)/2 =AG*B6

7 30 25 750 7 =AB-10 ={80-A7)/2 =AT*BT

8 20 30 600 8 =AT-10 ={80-A8)/2 =A8*B8

9 10 35 350 9 =A8-10 =(80-A8)/2 =A9*BY

10 '] 40 0 10 =A9-10 ={80-A10)/2 =A10*B10

Det kan se ut som om Herman sin pastand er riktig. | oversikten er det starste arealet nar lengden er dobbel 54 stor som bredden.

<)
Funksjonen f(z) = = - 802—:: viser areal av rektangelet som funksjon av lengden x. Bruker Geogebra til 4 tegne grafen til f, og til 4 finne
ekstremalpunktet A=(40,800).

fix), areal
1000

80 — x
f(x) - X =5 (0=x=80) A= 40 800

f x, lengde
0 10 20 30 40 50 60 0 80

Funksjonen viser at rektangelet har starst areal nar lengden er 40, og da dobbelt 53 stor som bredden pa 20.

Eksamensoppgave side 128

Her er y lengden av turen [distansen) Aurora gir, ikke avstanden hennes fra hjemmet.
Vi kan dermed umiddelbart utelukke B og D. Det er ikke slik at lengden av turen blir
kortere nir Aurora gir hjem igjen.

Aurora gar med jevn hastighet, slik at distansen gker konstant, fgr hun stdr stille.

NAr hun stér stille, fortsetter tiden 4 gd uten at lengden av turen gker.

Etter 4 ha fitt pakken, gir hun hjem igjen, si da skal avstanden fortsette 4 gke konstant.

Det er den grafiske fremstillingen € som best beskriver lengden av turen som en
Funksi id
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Eksamensoppgave side 129

a) Tegner grafen til Ti GeoGebra og finner nullpunktene ved hjelp av “Nullpunkt”.

Ti{x) Temperatur (°C’)
10

5

—

5_/.?‘515,_0} _ (8.906, 0) X,
] 7 B 10 11 12

T(x) = 0.048x" — 1.4 +13.36 x° — 458 x+35.2, (2<x<10)

0 1 2 3

-5
=10
-15 N

-20

0,7716-31= 24 og 0,906-31 = 28, si gjennomsnittstemperaturen er

over 0°C omtrent fra 24.mai til 28.august.
Det tilsvarer siste uken av mai, hele juni, hele juli og de fgrste 28 dagene i august.

T+30+31+28=96

I falge modellen er giennomsnittstemperaturen over 0°C omtrent 96 dggn i
perioden 1.februar-1.oktober.
b) Skriverinn (31?“(3)] og (T,T{T)] og tegner en linje gjennom disse punktene.

Finner stigningstallet ved hjelp av "Stigning".

Tix) Temperatur (°C")
10

5

Stigningstallet til linja er 5.04. Det betyr at giennomsnittstemperaturen utenfor

o = - _
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Eksamensoppgave side 130

a)

b)

Ser at y-koordinatene til punktene er kvadratroten av de tilh@rende x-
koordinatene.

Et mulig funksjonsuttrykk vil da vaere f(x)= \E .

/(16)=V16=14

/£(400) =400 = 20
9) [0 o 3
373

f(-25)=+-25 Ikke mulig 4 bestemme f (-25)
Det er ingen verdi langs x-aksen som er slik at den blir —25 om vi multipliserer

den med seg selv. /=25 er altsd ikke mulig 4 bestemme.
(Vi kan ogsd argumentere med at grafen vi er "servert” indikerer at funksjonen
uansett kun er definert for x = ().

Eksamensoppgave side 131

a)

1. side 2. side areal omkrets
16 16 256 64
17 15 255 64
18 14 252 64
19 13 247 64
20 12 240 64
21 11 231 64
22 10 220 64

Det ser jo ganske riktig ut......
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b)

| et rektangel er to og to sider like lange (rettvinklet). Dersom vi har 64 meter til ridighet har to av sidene lengden x. Det som er igjen av lengde er
da 64 - 2x fordelt pa de to andre sidene, En av disse sidene blir da 32-x (har delt pa to).

En funksjon for arealet blirda A(z) =z - (32 — z) = —22 + 32z

300

Arealenheter

Lab rektangel

100

f(x) = —*+32x, (0 <x<32)

0 5 10 15 20 25 30 3t
Lengdeenheter
-100 ern (to} sider av rektangelet

Vi observerer at man far det starste arealet ved 4 lage et kvadrat (sidelengde 16 m), som er et spesialtilfelle av et rektangel.

Eksamensoppgave side 132

a) Lars gnsker & finne eventuelle heltallige ratter (nullpunkter) til funksjonen f i
intervallet [0, 10].
Nir Lars kjgrer programmet fir han ut tallet 5, som forteller ham at x =5 er
nullpunktet til f.

b)
1 def f(x):
2 return xX#*2 - G=x + 8
3
X =8

5

fi while x <= 18:

B if f(x) == B
g printi{x)
10

11 X=X+ 1

12

2
4

Vi ser at dersom Lars endrer funksjonsuttrykket til ¥ —6x+ 8, fir han ut
verdiene 2 og 4, som forteller at fhar nullpunkter x =2 og x = 4.

Hvis man gnsker d vise dette uten d presentere det reviderte programmet, kan man
for eksempel tegne grafen til fi GeoGebra og bruke denne til d svare pd sparsmdlet.
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c) Hvis Lars skal vaere helt sikker at programmet finner eventuelle heltallige
nullpunkter til f, kan han bruke en "for-lgkke” som tester i et intervall som
inneholder alle de mulige verdiene.

Han skal finne lgsningene til likningen x> —144 = 0. Dersom x = +144 kan han

vare helt sikker pd at (il44]_ er stgrre enn 144, si han kan da velge & "lete” i
intervallet [—144, 144].

Forslag til revidert program:

1 daf fix):
2 return x=#2 = 144

for x in range (-144,144):

6 if f(x) == @:
7 print{x)
B
9 X=x+1
18

=12

12
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